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S i s s e j u h a t u s .  
Matemaatikaosakonna Õppeplaanides on teoreetilisel meh­
haanikal eriline koht. õieti on kuni kõige viimase ajani 
jäänud teoreetiline mehhaanika ainsaks füüsikaliseks kursu­
seks, milles orienteerumist peetakse matemaatikaosakonna üli 
Õpilastele kohustuslikuks. See on kursus, mis peab tagama si 
deine matemaatika ja viimase ühe olulisema rakendusala, teo­
reetilise füüsika vahel. 
Niisugusel teoreetilise mehhaanika eelistamisel teiste 
füüsikakursuste ees on ajaloolised juured. See pärineb 18/19 
sajandist, mil mehhaanika oli füüsika juhtiv haru ja osali­
selt isegi filosoofilist maailmavaadet kujundav distsipliin. 
Teoreetiline mehhaanika oli oma loomult suurepäraseks raken­
dusalaks diferentsiaal- ja integraalarvutusele ja on seda 
oma olemuselt tänapäevani. Matemaatika kaasaegsemaid haru­
sid nagu hulkade teooriat, lineaarsete ruumide ja operaatori­
te teooriat, funktsionaalanalüüsi jt. võib teoreetilises 
mehhaanikas küll rakendada, kuid need ei ole sellele dist­
sipliinile iseloomulikud. Teiselt poolt on teoreetiline meh­
haanika minetanud oma osa ka füüsikute maailmavaate kujunda­
jana ja andnud maad tervele reale teoreetilise füüsika haru-
dele nagu klassikaline elektrodünaamika ja spetsiaalne re­
latiivsusteooria ning kvantmehhaanika ja väljade kvantteoo-
ria. Loetletud distsipliinid on need, mis määravad kaasaeg­
se füüsika ideelise aluse ja neid v8ib seetõttu nimetada 
täie õigusega kaasaegse füüsika põhikursuseks. Ja kui pida­
da silmas veel seda, et kaasaegse füüsika põhikursusesse 
kuuluvad distsipliinid kasutavad Õige Intensiivselt mate­
maatika nooremaid harusid, siis saab selgeks, et teoreetili­
se mehhaanika kõrval (osalt isegi asemel) peab matemaatika­
osakonna õppeplaanides olema tingimata ka ülevaade kaasaegse 
teoreetilise füüsika loetletud aluskursustest. 
Teoreetilise füüsika kursust võib üles ehitada kahel 
põhimõttel. Võib aluseks võtta looduse vaatlemisel ja eks­
perimenteerimisel saadud materjal ja tuua sellele juurde ma­
temaatika kui eksperimentaalse materjali süstematiseerimise 
ja seletamise vahendi. Võib aga lähtuda ka teisest küljest, 
võttes arvesse, et matemaatika on samuti »V« loodusteadus­
test, mis peegeldab maailmas valitsevaid seaduspärasusi. Sel 
juhul me võtame aluseks olemasoleva matemaatilise aparatuu­
ri ja vaatame, missugust füüsikalist sisu on võimalik selle­
le vastavusse seada. Füüsikaosakonnas ehitatakse teoreetili­
se füüsika kursused üles esimesel printsiibil, nagu see on­
gi loomulik. Matemaatiku mõttelaadile peaks aga olema vastu­
võetavam teisel printsiibil koostatud kursus, mille lähteko­
had on matemaatikas. 
Käesolev ülevaade ongi koostatud viimasel põhimõttel. 
Seejuures On tegemist ikkagi füüsika kursusega, kus pearõhk 
pannakse füüsikalisele tõlgendusele ja faktile, ilma et kü-
aimuse matemaatiliselt täielikku käsitlust taotletaks. Mit­
mesugused olemasolu, ühesuse ja teised matemaatikale tüüpi­
lised probleemid peavad käesolevast välja jääma. Kui aga 
niisugune matemaatilises mõttes lünklik käsitlus innustab 
matemaatikut küsimust matemaatiliselt põhjalikumalt uurima, 
siis on sellest kahtlemata kasu nii teoreehilisele füüsika­
le kui ka matemaatikale endale. 
Käesolev kursus on mõeldud matemaatikaosabonna üliõpi­
lastele sissejuhatuseks teoreetilise füüsika ideede ringi. 
Kuid ta peaks tooma kasu ka teoreetilise füüsika osakonna 
i 
üliõpilastele kui matemaatilise kallakuga kokkuvõttekursus 
distsipliinidest, millede füüsikalise sisuga on nad varem 
juba põhjalikumalt tuttavad. 
Kursus on kavandatud kolmeosalisena: 
Esimene osa - "Klassikaline teooria" - käsitleb 
aeg-ruumi teisendusi ja nendega seotud spetsiaalset relatiiv­
susteooriat. Siia kuuluvad ka klassikalise elektrodünaamika 
need osad, mis kirjeldavad laengu liikumist välises elektro­
magnetilises väljas. 
Teine osa - "Ettevalmistus kvantteooriaks " - uurib 
aeg-ruumi teisenduste rühmade esitusi, kusjuures teisendus-
rühmi määravaid operaatoreid käsitletakse kui füüsikaliste 
suuruste esitajaid. Leitakse relativistlikult Invarlfantsed 
võrrandid ja antakse neile klassikalises väljateoorias oma­
ne tõlgendus (Maxwell! võrrandid). 
Kolmandas osas - "Kvantteooria" - antakse relati­
vistlikult invariantsetele võrranditele algul kvantme tihaani-
line, seejärel ka väljade kvantteooriale omane tõlgendus. 
I  p e a t ü k k .  
SISSEJUHATAVAID ÜLDKÜSIMUSI. 
1  .  R ü h m a  m õ i s t e .  
Riihwflir.g nimetatakse igat matemaatiliste objektide hul­
ka G , mis täidab nõudeid: 
1° Hulgas on defineeritud algebraline operatsioon, mis 
igale antud järjekorras võetud elementide paarile 
seab vastavusse sama hulga mingisuguse elemendi 
(?t, fc)—»fc , 9t, • (1.1) 
Selle algebralise operatsiooni konkreetne tähendus võib 
olla mitmesugune. Harilikult nimetatakse algebralist operat­
siooni korrutamiseks ja valem (.1.1) kirjutatakse üles ku­
jul 
9i % " i$ici§e e  G . (1.2) 
Algebraline operatsioon ei tarvitse olla kommutatiivne, 
s.o. üldiselt 
^ $k.9i , 
kuid peab olema assotsiatiivne 
2° Hulgas on vasakpoolne ühikelement , nii et 
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= 9* mistahes G korral. (1*3) 
3° Hiilgas on igale elemendile tyi vastav vasakpoolne 
-i  
pöördelement, mida tähistatakse  ^ja mis rahuldab tingi­
must 
9l 9; e % • OA) 
On võimalik näidata, et vasakpoolne ühikelement on üht­
lasi ka parempoolseks ühikelemendiks 
9.9i = 9i9»=9i d.3a) 
ja vasakpoolne pöördelement on ühtlasi ka parempoolseks 
pöördelemendiks 
|t9i =9t9"v *9. • (1ла) 
Kokkuvõtlikulti Rühm on matemaatiliste objektide hulk, 
milles on defineeritud üks assotsiatiivne algebraline ope­
ratsioon ja mis sisaldab ühikelementi ning igale elemendile 
vastavat pöördelementi. 
Kui rühma elementide arv on lõplik, siis nimetatakse 
rühma lõplikuks rühmaks, vastupidisel juhul on tegemist lõp­
matu rühmaga. Lõpliku rühma elementide arvu nimetatakse rüh­
ma .järguks. 
Kui rühmas defineeritud algebraline operatsioon on kom-
mutatiivne, s. o. kui 
mistahes J,« <3 korral, 
siis nimetatakse rühma kommutatiivseks riibm^ ks ehk Abeli rüh­
maks. 
Kui osa rühma G elementidest omaette võetuna täidab 
kõiki rühma nõudeid, siis nimetatakse nende elementide hulka 
rühma G alamrühmaks« 
Olgu antud rühm G ja tema alamrühm О . 
Võtame nüüd rühma G meelevaldse elemendi  ^ja 
moodustame kõikvõimalikud korrutised CK * alamrühma С 
kõigi elementidega CE . Niisuguste korrutiste hulka tähis­
tame sümboolselt . Kui nüüd osutub, et 
fcC 9? -c 
iga ^ € G korral, siis nimetame alamrühma С rühma G 
invariantseks рТялп-йЬтяк-я või normaal.i aga.ieks. 
Igas rühmas on triviaalne normaaljagaja - see on ai­
nult ühikelemendist koosnev alamrühm. 
Rühma, millel ei ole mittetriviaalseid invariantseid 
alamrühmi, nimetatakse lihtsaks г^ ЬтяТгя, 
Alamrühma rühmas G , mis koosneb kõikvõimalikest kor-
rutistest G » Ô ) nimetatakse rüh­
ma G kommutandiks ehk tuletisrühmaks ja tähistatakse Q ' . 
Saab näidata, et tuletisrühm on rühmale G invariantseks alam­
rühmaks. 
Tuletisrühmade moodustamise protsessi võib jätkata: moo­
dustame rühma G tuletisrühma Q , edasi moodustame rühma 
G tuletisrühma (5* jne. jne. 
Rühma (д nimetatakse lahenduvaks, kui tema tuletisrüh­
made jada viimaseks liikmeks tuleb ühikelemendist koosnev 
rübms G', G", G", ... , E • E * {9.} 
Rühma, millel ei ole lahenduvaid invariantseid alamrüh­
mi, nimetatakse poollihtsaks rühmaks. 
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Olgu meil kaka rühma â ja H oma elementidega 
g. 6 G » ltL€ H- Kui on võimalik korraldada üks-ühest vasta­
vust 
9 i  * — ,  9 t e S  .  M H  >  
nii et elementide korrutisele ühes rühmas vastab vastavate 
elementide korrutis ka teises rühmas 
9l9x * * 6 ^  » kt ' k*€ ^ y 
siis nimetatakse rühmi Q ja H i s o m o r f n i n g  kir­
jutatakse 
б .*—* H . 
Teisiti võib ka öelda, et rühm H on rühma G isomorf-
seks kujutiseks (või vastupidi: rühm <д on rühma H iso-
morfseks kujutiseks). 
Kui on võimalik korraldada ühest vastavust 
4 i — * k i  ,  î i e 5 ,  M H .  
nii et 
9 t 3 .  — » .  S i , 9 * 6  5 ,  < 1 ( Л « е Н ,  
siis öeldakse, et rühm H on rühma Q homo до rf seks kuju-r 
tiseks ja seda tähistatakse 
G —> H . 
Teisiti võib ka öelda, et rühm G on homomorfne rühmaga 
H . 
Defineerime kahe hulga Л ja 6 korrutise koi hul­
ga С » mille elementideks on hulkade <A ja В elemen­
tide kõikvõimalikud korrutised: 
U i  С  f  6  А  I  è k €  ß  .  
кчн liirn ja aaaa element esineb korrutises mitu korda, siis 
arvestame teda ainult ühekordselt• Rühma erijuhul saame: 
G  •  G  =  G  .  
Olgu antud rühma G invariantne alamrühm H . Moo­
dustame hulga, mille elementideks on hulgad H s Hf 4 ) 
••• » g. H * ••• • Lihtne on veenduda, et hulk 
F '{H, 8,H, . . . ) 3 iH, .. .J 
moodustab hulkade korrutamise suhtes rühma. Seda rühma F 
nimetatakse rühma G faktorrühmaks normaal j aga j a H suh-
(5 j  
tes ja tähistatakse F e  /Н* Normaal jagaja И ise on fak-
torrühma tihikelèmendiks. 
§2. Füüsikalise ruumi ja aja 
m a t e m a a t i l i s e s t  
k i r j e l d a m i s e s t .  
Kõik füüsika uurimisobjektid asetsevad ning liiguvad 
ruumis. Filosoofiast me teame, et ruum ja aeg on mateeria ek­
sisteerimise põhivormideks. Selle määrangu filosoofiline lah­
timõtestamine ei ole meie käesoleva kursuse ülesanne. Meile 
on oluline fakt, et materiaalse maailma objektide vaheliste 
suhete hulgast eralduvad teravalt teatud liiki suhted, mida 
nimetatakse ruumilisteks ja ajalisteks suheteks. Vastavalt 
sellele kogemusele tuleb ka looduse matemaatilisel kirjelda­
misel eraldada osa uurimisobjektide vahekordadest kui ruumi­
lised ja ajalised vahekorrad ning käsitleda neid geomeetria 
matemaatilise aparatuuri abil. Objektide füüsikalised omadu-
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sed üksinda ei.aona täielikku füüsikalist pilti loodusest. 
Samuti ei piisa, üldiselt rääkides, ainult aja ja ruumi geo­
meetria andmisest, vaid looduse kirjeldamisel peab füüsika­
line aspekt alati seotud olema geomeetrilise aspektiga. Tun­
tud prantsuse matemaatik ja füüsik H. Poincarê väitis, et 
füüsika objektide matemaatilist uuri,mi st saab kujutada järg­
mise tunnetusteoreetilise summa kujul: 
Kas selle tunnetusteoreetilise summa geomeetriline ja 
mittegeomeetriline osa on määratud üheselt või mitte, see 
pole praegu selge. Meie ei tea alati, missugune osa vaadel­
davast nähtusest on tingitud aja ja ruumi geomeetriast, mis­
sugune osa mittegeomeetrilistest loodusseadustest. Käesole­
vas me neid küsimusi lähemalt ei arutle. Samuti ei uuri me 
siin küsimust, kas aeg-ruumi geomeetria on põhimõtteliselt 
ainult postuleeritav või on seda võimalik vaatlustest välja 
lugeda. Meile piisab inimkonna kauaaegsetest kogemustest, et 
ruum, milles me elame ja tegutseme, on kolmedimensiooniline 
ruum, milles kõik mõõtmistulemused on reaalarvude abil väl­
jendatavad ja milles saab konstrueerida eukleidilises geo­
meetrias kirjeldatavaid kujundeid. See tähendab, et meie ruu­
mi matemaatiliseks mudeliks sobib kolmedimensiooniline line­
aarne reaalne eukleidilise meetrikaga vektorruum. Aja mate­
maatiliseks mudeliks, nagu näitab kogemus, tuleb võtta ühe­
dimensiooniline lineaarne reaalne eukleidilise meetrikaga 
vektorruum. 
Г Mittegeomeetrili-
+ J sed seadused, mis 
J on väljendatud 
V. geomeetria abil y 




Tuletame lühidalt meelde, kuldas nimetatud ruume mate­
maatikas defineeritakse. 
Lineaarne vektorruum. 
Lineaarseks vektorruumiks R nimetatakse Abeli rühma, 
kus peale rühmaoperatsiooni on defineeritud veel elemendi 
korrutamine kompleksarvuga. 
Lineaarse vektorruumi elemente nimetatakse vektoriteks 
ja tähistatakse • , i , . . . Et rõhutada rühmaoperatsi-
ooui kommntatiivsust, nimetatakse seda harilikult liitmiseks 
ja tähistatakse plussmärgiga. Eelmises paragrahvis toodud 
kolm rühmapostulaati kõlavad siis järgmiselt: 
1Я Kui se R ja te R , Siis ka s • i 6 R , 
kusjuures Stl s I 4S • 
2° Vektorruumis Я on alati nullvektor (rühma ühik-
element) omadusega S+0 9 0+S mistahes S€ A korral. 
3° Vektorruumis R on -igale vektorile S vastav 
pöõrdvektor, mida tähistatakse -$ ja millel on omadus 
S +('$) --St s - 0 . 
Vektori korrutamine kompleksarvuga defineeritakse järg­
miste omaduste kaudu: 
1°(*+д)$ s «ts » 
2°*(S + lj sets 4«tl • 
3° od((bsJ = (есД)5 » 
mis kehtivad iga S, ié A korral ning meelevaldsete komp­
leks arvude 4 ja fc puhul. Neile lisandub veel neljas 
tingimus : k 
4° et S * S iga S 6 ft korral, kui осл j 
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Kui antud lineaarses vektorruumis on võimalik leida 
n lineaarselt sõltumatut vektorit, kuid pole võimalik leida 
ühtegi n + 1 vektorist koosnevat lineaarselt sõltumatute 
vektorite kogumit, siis öeldakse, et meil on tegemist n-di-
mensioonilise vektorruumiga. 
n-dimensioonilises vektorruumis on võimalik leida üli­
malt n lineaarselt sõltumatut vektorit. Heid lineaarselt 
sõltumatuid vektoreid nimetame baasivektoreiks ja tähistame 
Uj » » ••• » u.^ . 
n-dimensioonilise lineaarse vektorruumi iga vektor $ 




Kompleks arve nimetatakse vektori S  komponentideks 
baasi ( U^ , , ... , 11^ ) suhtes. Vektori komponendid on 
fikseeritud baasi korral alati üheselt määratud. Ja teiselt 
poolt, kui baas on teada, määravad komponendid €>k vektori 
S üheselt. 
Lineaarne meetriline vektorruum. 
Lineaarse meetrilise vektorruumi saame lineaarsest vek-
torruumist, kui viime sinna sisse meetrika, s. o. kui määra­
me ruumis pikkuste mõõtmise eeskirja. Seda tehakse uue tehte, 
kahe vektori skalaarkorrutise defineeri mi sega vektorruumis. 
Lineaarne meetriline vektorruum on seega niisugune hulk, 
kus on defineeritud kolm tehet: 
vektorite liitmine, 
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vektori korrutamine kompleksarvuga (skaalariga) ja 
vektorite skalaarkorrutis. 
Vektorite S ja t skalaarkorrutis on kompleks arv, 
mida tähistatakse ( $ ^ ). Kahe vektori skalaarkorrutis 
defineeritakse järgmiste omadustega: 
1° (si 
2°  ^$) = (STè) ( ( S, t) tähendab (S,t) kaaskompleksi) 
3° ijt kus on mistahes kompleks arv. 
Omadusest 2° on näha, et vektori skalaarkorrutis iseenda­
ga (S,S) 011 alati reaal arv: (S; Sj *(S,S) • Me nõuame 
aga täiendavalt veel, et 
4° (S, S )  ^  0 » kusjuures võrdusmärk on õige ainult siis, 
k u i  5 = 0  •  
Avaldist (S>S) = |S|^  nimetatakse vektori absoluut­
väärtuse ruuduks või ka vektori pikkuse ruuduks. Skalaar­
korrutise sissetoomine võimaldab vektorruumis pikkusest rää­
kida, s. o. võimaldab ruumis mõõtmisi toimetada. Selles mõt­
tes määrabki skalaarkorrutise operatsioon vektorruum! meet­
rika. 
Olgu antud kaks vektorit S ja t baasivektorite 
lineaarkombinatsioonidena 
S * £ < Š k U k , 
C»1 
i 5 У li lii . 
Kasutades skalaarkorrutise postulaate on nüüd lihtne veendu­
da, et 
' t v  
(s,t)-r rt6, (ue, aj . 
i>k«4 
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Kahe baasivektori skalaarkorrutiat tähistame 
( W* , U.^ ) = * . 
Kuna suurusi /t.^ K on и5 tükki, siis võime neid vaadata 
kui teatud maatriksi И elemente. Seda maatriksit nimeta­
takse meetriliseks maatriksiks. Kahe vektori skalaarkorrutis 
avaldub siis vektorite komponentide ja meetrilise maatriksi 
elementide kaudu järgmiselt: 
и. 
K&K • (1.6) 
Erijuhul, kui baasivektorid moodustavad ortonormeeritud 
süsteemi, s. o. kui 
(uk,uu 
on meetriliseks maatriksiks ühikmaatriks: /v; 
Osutub, et-ortonormeeritud baasi kogu ruumi jaoks iga­
sugustes ruumides sisse tuua ei saa. Seda ei saa teha näi­
teks kogu kerapinna jaoks. Neid ruume, kus on võimalik konst­
rueerida kogu ruumi jaoks ühist ortonormeeritud baasi, nime­
tatakse eukleidilise meetrikaga ruumideks. 
Ortonormeeritud baasi korral avaldub kahe vektori ska­
laarkorrutis 
H. 
(s,tj=£t*<>e . C1.6.) 
*«i 
Erijuhul, kui meil on reaalne vektorruum, kus kõigi vekto­





Füüsikalise гщш! matemaatiline audel. 
Kogemusest me teame, et füüsikalise ruumi punkte saame 
iseloomustada vektoritega, mida piltlikult võib kujutada suu­
natud sirglÕikudena. Lineaarselt sõltumatuid vektoreid saame 
ruumis valida kolm tükki, nendeks on näit. ühikvektorid Car-
tesiuse ristkoordinaadistikus. Selles avaldub meie ruumi kol-
medimensioonilisus. Baasivektoreiks, millede 1ineaarkombinat-
sioonidena saame avaldada kõiki vektoreid, ongi eelnimetatud 
telgede suunalised ühikvektorid Cartesiuse ristkoordinaadis­
tikus. 
Et Cartesiuse ristkoordinaadistiku sissetoomine kogu 
ruumi jaoks on võimalik, selles avaldub meie ruumi eukleidi-
line iseloom. * 
- Kahe ruumivektori ja y  ^ ska­
laarkorrutis avaldub meil 
(m) = £ .  
*•4 
Eelöeldust on näha, et oma füüsikalise ruumi matemaati­
liseks mudeliks võime võtta kolmedimensioonilise lineaarse 
reaalse eukleidilise meetrikaga vektorruumi. Analoogiline 
aja omaduste analüüs näitab, et aja matemaatiliseks mudeliks 
sobib ühedimensiooniline lineaarne reaalne eukleidilise meet­
rikaga vektorruum. 
* Täpsemini, on olukord nähtavasti niisugune, et väga 
suurte kosmiliste ruumipiirkondade ulatuses me ühist Carte­
siuse koordinaadistikku kasutada ei saa; niisuguseid piir­
kondi tuleb kirjeldada Hiemanni geomeetria abil. Suurtes ula­
tustes tuleb ilmsiks ruumi "kõverus". Väiksemates ruumiala-
des ruumi "kõverus" praktiliselt avastatav ei ole, seepärast 
võime siin konstrueerida kogu ala jaoks ühise Cartesiuse 
ristkoordinaadistiku, mida lihtsuse mõttes loeme kehtivaks 
kogu ruumis. 
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Füüsikaliste objektide rütmilisi suhteid saab kirjelda­
da ainult kindlalt fikseeritud пл»я<я-ыim (baasi) 
taustal. Koordinaadistiku valik on seejumres teatud määral 
meelevaldne. Meie kogemus ütleb, et ruumil on kaks põhioma­
dust : 
1) Ruum on isotroopne, s. o. kõik ruumisuunad on põhi­
mõtteliselt samaväärsed. See tähendab, et samaväärsed on ka 
koordinaattelgede kõikvõimalikud suunad. Samaväärsed peavad 
olema ka paremakäe ja vaaakukäe koordinaadistikud. 
Ruumi isotroopsust arvestatakse teoorias sel teel, et 
nõutakse füüsika võrrandite invariantsust koordinaadistiku 
kui terviku pöörete suhtes. Võiks muidugi nõuda invariantsust 
baasi lineaarteisenduste suhtes üldse, kuid see viib keeruka­
matele valemitele, ilma et teooria füüsikaline sisu sellest 
muutuks. Füüsika võrrandid peavad olema invariantsed ka ruu-
mikoordinaadistiku peegelduse suhtes, seda muidugi eeldusel, 
et võrranditega kirjeldatavad objektid või protsessid on pee-
gelsümmeetrilised, 
2) Ruum on homogeenne, s. o. kõik ruumi punktid on põhi­
mõtteliselt samaväärsed. Sisuliselt tähendab see, et lõpmatul 
universumil ei ole keskpunkti. Kõik ruumipunktid sobivad üh­
teviisi hästi koordinaadistiku alguspunktiks. 
Ruumi homogeensust arvestatakse teoorias sel teel, etv 
nõutakse füüsika võrrandite invariantsust koordinaadistiku 
alguspunkti nihete suhtes. 
Füüsikalisi protsesse saab kirjeldada ainult siis, koi 




süsteem (kell). Kogemas näitab, et aja põhiomaduseks on ho­
mogeensus , s. о. kõik ajahetked on põhimõtteliselt samaväär­
sed. Ые võime kella käima panna mistahes ajahetkel, ilma et 
kella edasine käik sellest sõltuks. Aja selle omaduse arves­
tamisel teoorias tuleb nõuda füüsika võrrandite invariantsust 
aja alguspunkti nihete suhtes. 
Isotroopsuse omadust ajal ei ole. Aega kirjeldavas ühe­
dimensioonilises vektorruumis on üks suund (tulevik) tema 
vastassuunast (minevik) teravalt eristatav. 
Aja ja ruumi homogeensust ning ruumi isotroopsust arves­
tavad baasi teisendused aega ning ruumi kirjeldavates vektor-
ruumides pakuvad teoreetilises füüsikas suurt huvi. 
§  3 .  L i n e a a r o p e r a a t o r i d .  
Rühmateooriat rakendatakse füüsikas palju. Rühma elemen­
tide füüsikaline tähendus võib olla seejuures mitmesugune. 
Samuti võib olla mitmesugune rühmas defineeritud algebralise 
operatsiooni konkreetne tähendus. Rühmateoorias pole rühma 
elementide konkreetne tähendus oluline, mille rõhutamiseks 
rühma nimetatakse siin tihti abstraktseks rühmaks. Just see 
abstraktsus võimaldab rakendustee rühma elemente ja rühmas 
defineeritud algebralist operatsiooni vajaduse järgi konkre­
tiseerida. 
Rühma elemente võib alati esitada lineaarse vektorruumi 
lineaarteisenduste kujul. LÕplikudimensioonilise (täpsemini 
loenduva dimensioonide arvuga) vektorruumi lineaarteisendusi 
saab esitada maatriksitena. Need juhud pakuvad meie kursuses 
erilist huvi. 
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Vektorruumi lineaarteisendused. _ 
Vektorruumi lineaarteisenduseks nimetame teatud eeskir­
ja A , mis seab vektorruumi igale elemendile S vasta­
vusse teise elemendi S' (lühidalt kirjutame 5' = As ), 
kusjuures kehtivad järgmised omadused: 
1° Kui AS = S* » siis A£*f)= *>LS' • 
2° Kui As *S* ja At » t' . siis + 
Esimene neist tingimustest ütleb: kui lineaarteisendus 
A teisendab vektori S  vektoriks S *  • siis teisendab 
, » 
ta vektori «L S vektoriks tl S . 
Teine tingimus ütleb: kui lineaarteisendus A teisen­
dab vektori 5 vektoriks $' ja vektori t vektoriks 
i. , siis teisendab ta nende vektorite summa 5 + é sum­
maks s '  +  V  .  
Teisiti võib öelda, et vektorruumi lineaarteisendused 
on niisugused teisendused, kus uue vektori 3 ' komponendid 
avalduvad lineaarfunktsioonidena vana vektori S komponen­
tidest. 
Vektorruumi lineaarteisenduse A pöördteisenduseks 
nimetame teisendust A , millel on omadus 
A A ' = A'A » I • 
Erijuhul, kui lineaarteisendused avalduvad maatriksitena, 
saame eel mi se võrduse kirjutada: 
n. 
£ : àii, (1.7) 
*»1  ^
kus CtiK tähistab maatriksi A elemente ja -
maatriksi Д elemente. 
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oleks olemas põõrdmaatriks 
Tarvilik ja piisav tingimus selleks, et maatriksil Д 
I A , on maatriksi regulaarsus: 
cUiA ^ 0 . 
Lineaarteisendusel on kaks interpretatsiooni, ühelt 
poolt võib lineaarteisendust vaadata kui teatud eeskirja, 
mis vektorruumi igale vektorile seab vastavusse mingi teise 
vektori. Vektorruumi baas seejuures ei muutu. Teiselt poolt 
võib vektorrruumi lineaarteisendust aga interpreteerida kui 
eeskirja vektorruumi baasi muutmiseks, kusjuures vektorruumi 
vektorid ise jäävad paigale. Viimast interpretatsiooni kasu­
tatakse füüsikas sagedamini. Vaatame seda lähemalt. 
Olgu meil antud vektor S oma komponentide 6fc ja 
baasivektorite UR kaudu: 
iksi 
Uues baasis on vektoril S loomulikult ka uued komponendid, 








Asendades siia UK avaldise (1.9), saame 
H. 
mille võrdlemine valemiga (1.8) annab 
w 
)  ,  ö t  t k  =  •  
Ks< 
Silmas pidades tingimust (1.7) järgneb siit rektori kompo­
nentide teiaenemiseeskiri: 
=  ^ öj, , 
Sümboolselt võime eelöeldu lühidalt kokku võtta: 
Kui vektorruumi baas teiseneb eeskirja -
• u ' $ u A"1 
kohaselt, siis vektorruumi vektorite komponendid muutuvad 
S' = As . 
Rakendustes on tihti vaja ka lineaarteisenduse sega-
interpretatsiooni: 
Olgu antud vektorruumi teisendus 
J  t  z A s  11 
mida me tõlgendame kui vektori S teisendamist vektoriks 
t (ilma baasi muutmata). Teostame nüüd baasi teisenduse 
operaatori V" * abil. Vektorite S ja £ komponendid 
muutuvad siis: 
s »Vs , mis on vektor S  uues baasis, 
t cVt , mis on vektor 1 uues baasis. 
Korrutades vektori S teisenemiseeskirja vasakult operaa­
toriga V* t saame: 
Vt «VAV'Vs . 
Selle võime kirjutada 
. I Д « I 
t a A jS (1.11) 
kus 
A' -- VAV"1 - (1лг) 
Seega operaator VAV"* kujutab sama lineaarteisendust 
kui operaator >A , ainult uues baasis väljendatuna. Tei­
sendust (1.12) nimetatakse sarnasusteisenduseks. 
Liasaaroperaatorite põhitüüpe. 
Olgu antud lineaarse vektorruumi vektorid S  , t , 
... ja selles ruumis mõjuv operaator Д . Moodustame ska­
laarkorrutise 
(As,t), (1из) 
mille konkreetne tähendus sõltub sellest, mida me mõistame 
vektorite 5 , i. , ... all. 
Kui vektoriteks on näiteks n-dimensioonilise ruumi vek­
torid, siis ortonormeeritud basisi korral saame 
(As,t) = l*As»£fLauc>K t (1.14) 
л i.K-l д . 
kus on n-realise ruutmaat r iks i A elemendid ja Ok 
ning Z L  - vektorite 5 da t komponendid. Vektorite 
•avaldamisel komponentide kaudu kasutame edaspidi tähiseid: 
/£л t»;, 
: » * _ (1.15) ' 
Vi«./  ^ • • •,^ и.). 
Kui vaadeldava lineaarse vektorruumi moodustavad aga 
näiteks ühemuutuja funktsioonid (xj , ... , 
saame ortonormeeritud baasi korral skalaarkorrutise avaldada 
(Ay> pj <1-16) 
t» : 4  Î-
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kus integreerimine toimub üle funktsioonide (*) » Ц? С , 
... määramispiirkonna. A on siin mingisugune üheviutu-
ja funktsioonidele mõjuv operaator (näiteks lineaarne dife-
rentsiaaloperaator)*  ^
Operaatori A transponeeritud operaator A defineeri­
takse võrdusega 
(Ät,š) ' (As,У . (1.17) 
Kui operaator A on maatriks, siis tähendab tema transpo-
neerimlne ridade ja veergude vahetamist maatriksis. 
Operaatorile A hermiitiline kaasoperaator A de­
fineeritakse võrdusega 
(s, A*t) = (As.t) . one) 
Maatriksite korral tähendab hermiitiline kaasoperaator trans­
poneeritud maatriksit, milles kõik elemendid on asendatud 
nende kaaskompleksidega. 
Kui operaator A on antud, on alati võimalik moodus­
tada tema hermiitilist kaasoperaatorit ja transponeeritud 
operaatorit. 
Normaaloperaatoriks nimetatakse operaatorit, mis kommu-
teerub iseenda hermiitilise kaasoperaatoriga, s. o. rahuldab 
tingimust 
N*N 2 А/Л/ * . (1.19) 
Normaaloperaatorite tähtsamad alaliigid on: 
hermiitiline operaator, mis rahuldab tingimust 
A*= A, 
antihermiitiline operaator, mis rahuldab tingimust 
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A " * - A  
ja unitaarne operaator, mis rahuldab tingimust 
UV VI"1. 
Kui A 8 A t  nimetatakse operaatorit sümmeetriliseks ope-
raatoriks ja kui A ~ ' A ~ kaldsümmeetriliseks (või ka 
antisümmeetriliseks) operaatoriks. 
On kerge veenduda, et kahe operaatori korrutise korral 
kehtivad järgmised põhiomadused: 
( AB)-1= 8''A\ 
( A B )  * B Ä ,  
(AB)* * В*A*. 
Viimasest on näha, et kahe hermiitilise operaatori korrutis 
on hermiitiline siis ja ainult siis, kui need operaatorid 
kommuteeruvad. Juhul, kui hermiitilised operaatorid A ja 
ß ei kommuteeru, saame moodustada neist hermiitilised bi-
lineaarkombinatsioonid: 
i ( A 6 * B A ) ,  j ( A B - B A ) .  
Taanduvatest operaatoritest. 
« 
Olgu antud n-dimensiooniline vektorruum ja selle 
m-dimensiooniline alamruum L ( кк < и, ). Alamruumi L 
nimetame invariantseks lineaarteisenduse A suhtes, kui see 
teisendus muudab iga alamruumi vektori jälle sama alamruumi 
vektoriks. Teiste sõnadega: alamruum on invariantne li­
neaarteisenduse A suhtes, kui kehtib tingimus : 
kui S 6 , siis ka A S €  .  
Buumi saab avaldada alamruumi L j  ^ja tema täiendruumi 
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lu nw(otaesm*mana 
~ ^ wt * ^ K-WV . 
See tähendab, et iga vektor S fc RK on avaldatav üheselt 
ämmana S = SI * Sx » kas S,fc|jw ja K^-VA. . 
Füüsikas huvitavad meid harilikult niisugused lineaar-
teisendused, milledel invariantseid alamruume ei ole. 
Kui lineaarteisendusel invariantseid alamruume ei ole, 
siis nimetatakse lineaarteisendust taandumatuks. 
Kui lineaarteisendusel on invariantne alamruua koos 
selle invariantse täiendruumiga, siis nimetatakse, lineaar­
teisendust täielikult taanduvaks. 
Kui lineaarteisendusel on invariantne alamruua (ilma et 
selle täiendruum invariantne oleks), siis nimetatakse line­
aarteisendust taanduvaks. 
Kui vektorruumi alamruum on invariantne lineaarteisen­
dust e hulga kõigi teisenduste suhtes, siis öeldakse, et sel­
lel lineaarteisenduste hulgal on invariantne alamruum. 
Kui lineaarteisenduste hulgal on invariantne alamruum 
koos selle invariantse täiendruumiga, siis nimetatakse seda 
lineaarteisenduste hulka täielikult taanduvaks. 
Kui lineaarteisenduste hulgal on invariantne alamruum 
(ilma et selle täiendruum invariantne oleks), siis nimeta­
takse seda lineaarteisenduste hulka taanduvaks. 
Erijuhul, kui lineaarteisendusteks"on maatriksid, siis 
võime n-dimensioonilises vektorruumis baasivektorid nii 
nummerdada, et m esimest baasivektorit kuuluvad invariant-
sesse alamruumi da n-m järgnevat baasivektorit selle 
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4. 
täiendruum! Li • Sel J1111X11 on alamruuml Ь^  kuuluva­
tel vektoritel nullist erinevad. ainult m esimest komponen­
ti ja alamruumi Ln m kuuluvatel vektoritel nullist eri­
nevad ainult n—m viimast komponenti! 
/?• \ 
Kui siis s<= 
* 





\ L  / 
Siit on näha, et täielikult taanduva maatriksite hulga kõik 









tähistab siin m-realist ruutmaatriksit, mis mõjub li­
ti neaarteisendusena alamruumiв Oa дИ-И* /\- - n-m -realist "IH ° "H W. 
ruutmaatriksit, mis mõjub lineaarteisendusena alamruumis 
0 tähistab ristkülikmaatriksit, mille kõik ele­
mendid on nullid, ja 0 selle hermiitilist kaasmaatrik-
sit. 
Vektorruumis on alati võimalik baasi nii valida, et 
täielikult taanduva maatriksite hulga kõik maatriksid olek­
sid kujul (1.21). 
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§  4 .  L i n e a a r o p e r a a t o r i  o m a ­
v ä ä r t u s e d  j  a  о  m  a  -
V  e  к  t  o r  i d .  
Operaatori A omaväärtused &£*) ja omavektorid SCK-> 
määratakse võrrandist 
As"° - awsw . (1.22) 
Indeks (k) nummerdab siin omaväärtusi ja ka omaväärtustele 
vastavaid omavektoreid. Võrrandist on näha, et omavektori 
pikkus pole määratud: kui on operaatori A omavekto-
rlks omaväärtusel (Л ^  , siis on seda ka vektor ot S • 
Seepärast võime ilma üldsust kitsendamata oletada, et oma­
vektorid on normeeritud: 
( s"°, s<eJ) » i . (1.23) 
Korrutades nüüd võrrandit (1.22) skalaarselt vektoriga 
ja arvestades normeerimist1ng1must (1.23), saame omaväärtu-
se 0L(kj avaldada: 
Cicy * ( A s'"' sw) = s"°*A s ' "  •  c-2*) 
Võtame viimaöe võrduse mõlemalt poolt hermiitilise kaas-
suuruse (arvu OL (kj korral tähendab see lihtsalt kaaskomp-
leksi võtmist). Saame 
ft* » S"°'A S1"' . (1.25) 
Kahe viimase valemi võrdlemine näitab, et hermiitilise ope­
raatori omaväärtused on reaalarvud ja antihermiitilise ope­
raatori omaväärtused puht imaginaararvud. 
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Omavektorite ortonomeeritud süsteem. 
Olgu antud omaväärtusprobleев hermiitilise operaatori 
jaoks kahe omaväärtuse &<*) ja korral i 
A - CL Qt*,> 
A S  S  '  (1.26)  
As"'-- at0 s'y. 
Korrutama neist esimest võrrandit skalaarselt vektoriga S ^  
(k) ja teist võrrandit vektoriga $ . Silmas pidades, et her­
miitilise operaatori omaväärtus Q-(i) on reaal arv, saame: 
( A s «  s w )  *  a ( „  ( 4 ° ® ,  s ' y ) ,  
( s"', A s"1) -ati)(s"\ s'°). 
Valemist (1.18) on näha, et hermiitilise operaatori A SA 
korral on viimaste võrrandite vasakud pooled võrdsed; võrd­
sed peavad järelikult olema ka paremad pooled: 
(»<„,-o-tuKs"0, s(i') = o. 
Juhul, kui a(lt)5* Ct^ yt järgneb siit: 
( s"°, S">) => 0. 
Erinevatele omaväärtustele vastavad omavektorid on ortogo-
naalsed. 
On võimalik näidata, et juhul, kui operaatoril on f -
kordne omaväärtus, vastab neile omaväärtustele Г lineaar­
selt sõltumatut vektorit, mis aga üldiselt ei tarvitse olla 
omavahel ortogonaalsed. Kuid neid omavektoreid on alati või­
malik ortogonaliseerida. Seega võime hermiitilise operaatori 
omavektorid alati nii valida, et nad moodustaksid ortonormee— 
ritud süsteemi, s. o. et nad täidaksid tingimust : 
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( s'", s'°i = d,t . <-л-гп 
See on sama "tingimus, mida rahuldavad vektоrruumi ortonormee-
ritud baasi moodustavad vektorid. Mingi operaatori omavekto­
rite süsteemi võime alati valida vektorruumi baasiks. 
Juhul, kui vektorruumi baasiks on valitud operaatori 
Д omavektorid, siis öeldakse, et operaator A on diago­
naalini jus. Seega tuleb operaatori viimiseks diagonaalkujju 
teostada vektorruumis baasi teisendus, nii et baasivektorid 
langeksid ühte operaatori omavektoritega. 
Erijuhul, kui diagonaalkujus olevaks lineaarteisenduseks 
on maatriks, erinevad sellel maatriksil nullist ainult pea­
diagonaalil asetsevad elemendid. Nendeks peadiagonaali ele­
mentideks on maatriksi kui lineaaroperaatori omaväärtused. 
Teostame vektorruumis lineaarteisenduse 
s1"' » Us'". • 
Võrrand (1.24) võtab siis kuju 
ai.) - (A's""', s""'), (1.27) 
kus 
A' =  U Alf* . 
Asetades võrrandisse (1.2?) S1**' ja A* avaldised ning ka­
sutades võrdust (1.18), on lihtne veenduda, et omaväärtus 
(X'(K) on võrdne omaväärtusega Ct(xj siis ja ainult siis, 
kui U*= U"\ s. o. kui (Л on unitaaroperaator. On tões­
tatud lause: 
Igat normaaloperaatorit (erijuhul muidugi siia ka her-
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aiitilist operaatorit) on võimalik viia diagonaalkujju, kui 
temaga teostada sarnasusteisendus sobivalt valitud unitaar-
operaatoriga. 
Ja vastupidi: iga operaator, mida saab unitaaroperaato-
ri abil teisendada diagonaalkujju, on kindlasti normaalope-
raator. 
Nägime, et juhul, kui sarnasusteisendus teostatakse uni-
taaroperaatori abil, ei muutu operaatori omaväärtused. Ana­
loogiliselt saab näidata, et unitaarteisendus ei muuda ka 
vektorite skalaarkorrutise väärtust. Peale nimetatute on uni-
taarteisenduse invariantideks veel maatriksi jälg ja maatrik­
si determinant * . 
§5. Operaatorite üheaegne 
d i a g o n a l i s e e r i m i n e  .  
Olgu antud kaks operaatorit A da ß • V3ib juhtu­
da, et mõni operaatori Д omavektoritest on juhuslikult 
omavektoriks ka operaatorile ß . Kuid niisugused juhus­
likku laadi kokkusattumised ei paku meile huvi. Käesoleva 
paragrahvi eesmärgiks on välja selgitada, missugustel tingi­
mustel on operaatoritel A ja ß kõik omavektorid ühised, 
s. o. missugustel tingimustel moodustavad operaatorite A 
ja ß ühised omavektorid täieliku süsteemi. Tõestame lau­
se : 
* Maatriksi jälg ja maatriksi determinant on invarianti-
deks ka üldkujulisele sarnasusteisendusele //sVAV"* 
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Kui operaatorid A .1a В kommuteeruvad. alla moo­
dustavad nende ühised omavektorid.täieliku süsteemi. 
Operaatorite A ja В omavektorid määratakse võr­
randitest : 
As'4 = Q(„ s"° , (1.28) 
Bu'"* 6,0 U10 . с-29) 
ti) ^ Kuna omavektorid U moodustavad täieliku süsteemi, siia 
võime nad lugeda baasivektoriteks ja avaldada operaatori Д 
omavektorid nende lineaarkombinatsioonina: 
u'° (1.30) 
t 
(Juhul, kui suameerimisindeks muutub pidevalt, tuleb summa 
all mõista integraali). Summa (1.30) on võetud üle kõikvõi­
malike i väärtuste. Tegelikult esinevad summas ainult 
need baasivektorid millede ees olevad kordajad 
О i on nullist erinevad. 
Asendanud võrrandisse (1.28) reaksarenduse (1.30), saa­
me selle ümber kirjutada kujul 
£ 6l?(A-a„.)u<y = 0. (1.31) 
t 
Eeldusel, et operaatorid Д ja ß kommuteeruvad, 
saame arvutada 




[(А-а (1е,)аш] , 
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millest on näha, et (A - (X<,J U^on operaatori ß omavek-
toriks omaväärtusel . Valemi (1.31 ) vasakul pool on 
järelikult llneaarkombinatsioon operaatori В omavektоri-
test. Korrutame selle valemi skalaarselt operaatori В oma-
vektoriga (A-Ûcit)ju^* Kuna omavektorid moodustavad ortogo-
naalse süsteemi, siis jääb summast järele ainult üks liige, 
nimelt see, kus l ~l : 
б Г ((А  -  a« . , )  u w ,  (А -  Л, J Uw) * о . 
Saadud tingimuse rahuldamiseks on kaks võimalust! Kordaja 
б £ z 0 т31 б ^  t 0, kuid 
(lA-a(„,)u'y, (A-aU))u'°) = 0. 
Vektori skalaarkorrutis iseendaga on null ainult sel juhul, 
kui vektor ise on nullvektor: 
( А - aj  u"> = 0 .  
See ütleb, et on operaatori A omavektoriks omaväär­
tusel Näeme, et reaks arendus (1.30) sisaldab tegeli­
kult ainult neid vektoreid цс^ , mis on operaatori 
omavektoriteks omaväärtusel . Andes indeksile к va­
lemis (1.30) kõikvõimalikud väärtused, saame operaatori Д 
kõigi omavektorite reaksarendused operaatorite Д ja ß 
ühiste omavektorite järgi. 
Vektorruumi mistahes vektori X võime avaldada line-
aarkomblnatsioon1 nn operaatori A omavektoritest с • 
Asendades siia reaksarenduse (1.30), saane 
i,k 
Tulemuseks on meelevaldse vektori X reaksarendus operaa­
torite A ja ß ühiste omavektorite järgi. Need ühised 
omavektorid moodustavad järelikult omavektorite täieliku 
süsteemi, mida võib valida vektorruumi baasiks. 
Võrrandid (1.28) ja (1.29) võime nüüd kirjutada 
Au(k,u = о. ulK,i) MU atl0 U , (1.32) 
U -  *  Ci) u  ,  
kus u' k' L )  tähistab operaatorite A ja ß ühiseid omar-
vektoreid. 
Eeltõestatud lause pöördlause kõlab: 
Kui kahe operaatori A ja В ühised omavektorid moo­
dustavad täieliku süsteemi, siia need operaatorid kommutee­
ruvad. 
Tõestuseks märgime kõigepealt, et (1.32) põhjal 
( А 6  -  8 A ) u ' * , y  =  6 ( 0  -  6 ( u a ( 1 ) ) u " , y =  0  .  d - з з )  
Võtame nüüd vektorruumi meelevaldse vektori X. ja arendame 
selle omavektorite UCk'^ järgi: 
x  •  "  U .  ( 1 i 3 4 )  
k,i 
Valemite (1.33) (1.34) põhjal on kerge näha, et 
( A B - B A J x  » 0  .  
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Kuna X oli meelevaldne rektor, siis saab viimane võrdus 
olla Õige ainult sel juhul, kui 
AB - BA - 0. 
Sellega ongi tõestatud., et operaatorid, millede ühised oma­
vektorid moodustavad täieliku süsteemi , kommuteeruvad omava­
hel. 
Kõik see, millest oli juttu kahe operaatori korral, keh­
tib üldiselt: 
Kui on antud rida omavahel kõmmuteeruvaid operaatoreid 
A_i , I • » • » Ap » siis on alati võimalik teosta­
da vektorruumis niisugune baasi teisendus, et kõik operaato­
rid , A^ ,...., Ар diagonal! s eerüksid ühe­
aegselt. Teiste sõnadega: me võime leida kõigi operaatorite 
jaoks ühise unitaaroperaatori \J( , nii et kõik 
К * U A K U *  ,  p ,  
oleksid diagonaal kujus. See tähendab, et me oleme vektorruumi 
baasi nii teisendanud, et baasivektorid langevad ühte operaa­
torite A* öii$te omavektoritega. 
Mittekommuteeruvate operaatorite ühised omavektorid (kui 
neid ka juhuslikult esineb), täielikku süsteemi ei moodusta. 
Mittekommuteeruvaid operaatoreid üheaegselt diagonal!seerida 
pole järelikult võimalik. 
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§  6 .  L i n e a a r s e t e  r u u n i d e  
o t s e k o r r u t i e .  
Olgu A a X n riätkulikaaairiks elementidega Ö-lk ja 
ß - m' X n* ri stknllkaaatriks elementidega êpq, . Moo­
dustame kõikvõimalikud korrutised (XiK , mida saame 
kokku ana'n' tükki. Saadud arvud 
Сipkq, ~ &"ltc ^pq, 
moodustavad üldiselt rääkides mingi neljaaõõtaelise maatrik­
si С I aida nimetatakse maatriksite Д ja ß Kronecke-
ri korrutiseks või otselkorrutiseks ja tähistatakse lühidalt 
С  *  А  « В .  
Buuailiste maatriksite üleskirjataaine on ebamugav. See­
pärast anname aaatriksile С arvutabeli kuju kahemõõtmeli­
ses ruumis (paberil). Maatriksit С kujutavas tabelis num­
merdame ridu esimese indeksipaariga ( ip ) ja veerge teise 
indeksipaariga ( Kq,) : 
ccip)(*<w s ли Ьрь • ^ 
Arvupaaride järjestuseks vÕtaae nn. lekeikograafilise järjes­
tuse, ais määratakse tingimustegat 
Arvupaari (lp) loeae eelnevaks arvupaarile ( i'p'J sel 
juhul, kui 
1° i  4 t' , või , 
2° kui i  » i* , siie p  <  f > ' * ,  
Korrutise А x В võib süaboolselt üles kirjutada 
järgaise tabelina« 
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A * В = 
а», В 
а«В 
®ii В . . . 
а» В . . 
(1.35) 
On lihtne veenduda, et niisuguses tabella on read ja veerud 
tõepoolest leksikograafilises järjestuses. Erijuhul, kui Л 
ja ß on kaherealised ruu taaa tr iks 1 d, возле 
/а .  














Kl 0*1 Kl 
Kroneckeri korrutise olulisemad omadused on järgmised: 
1° A x В ^  Вx A. Saab näidata, et maatriks A * В 
teiseneb maatriksiks ß * А » kui baasivektorid ruumides, 
kus mõjuvad A ja ß , sobivalt ümber nummerdada. 
2° Olgu А , В , С «îa D maatriksid, nii et 
on olemas harilikud korrutised А С da ВЬ • Siis kehtib: 
(A*B)(C *D) - AC * BD • 
з° (А + B)* С s (А*С) + (В* С). 
4° Jälje võtmisel Kroneckeri korrutisest tuleb silmas 
pidada reeglit: 
S p  ( А * B) a Sp А • Sp8 . 
5° Kui A ja ß on unitaarmaatriksid, siis on uni-
taarmaatriks ka Д x ß . 
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Kuna vektorid on erikujulised maatriksid (üheveerulised 
maatriksid), siis on võimalik moodustada Kroneckeri korru-
tist ka kahest vektorist« Illustreerime niisuguse korrutise 
moodustamise mõtet füüsikalise näitega. 
Nukleon on elementaarosake, millel on kaks võimalikku 
olekut: ta võib esineda kas prootoni või neutroni kujul. Kir­
jeldame nukleoni kahekomponendilise vektorina 
•  - C ) .  
kus esimene komponent vastab prootonolekule, teine komponent 
neutronolekule. Puhtas prootonolekus viibivat nukleoni kir­
jeldab siis vektor ja puhtas neutronolekus viibivat 
nuki eoni vektor ^ 
Kahest nukleonist . koosneval süsteemil on võimalikke ole­
kuid neli: 
a) 1. nukieon on prootonolekus; 2. nukleon prootonolekus 
b) 1. nuki eon on prootonolekus, 2. nukleon neutronolekus 
c) 1è nukleon on neutronolekus, 2. nukleon prootonolekus 
d) 1. nuki eon on neutronolekus, 2. nukleon neutronolekus 
On näha, et kahe nukleoni süsteemi olekuid kirjeldava nelja-
komponendilise vektori saame vektorite  ^j ja °*se-
korrutisena: 
s*s'  = 
/ pp' 1 
рл' 
kl p1 
\ и и'/ 
Olgu antud kaks vektorruumi 
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R ja • Nende ruumi-
I I  
de otsekorrutiseks nimetatakse siis kõikvõimalikke vektorite 
S ja Sj otsekorrutisi $ x St , kus Se Я ja Sj6 R4 . 
On lihtne kontrollida järgmist: Kui vektorruumis R 
mõjub lineaarteisendus A ja vektorruumis R1 - lineaar­
teisendus A^ » siis otsekorrutisena saadavas vektorruumis 
R X R^ jtib lineaarteisendus А * • Teiste sõnadega: 
kui S - As , S>S'fe R , 
t  j a  S j  •  A j ,  S j  6 .  Rt t  
в118(Ь*Ц)'8(АxAJUxs*), (sxs^tsxsJeRvRt 
Kui vektorruumis R on baasivektorid Uk ja vektor­
ruumis R4 baasivektorid , siis ruumi R X R^ baasi­
vektorid defineeritakse kui kõikvõimalikud paarid Mk Ve . 
Meetrika viiakse otsekorrutisena saadavasse vektorruumi järg­
mise tingimusega: 
Kui vektorruumides R ja R1 on meetrilised maatrik­
sid vastavalt H da » siis vektorruumi R x jaoks 
saame meetrilise maatriksi otsekorrutisena Ц x Hj • Eriju­
hul , kui vektorruumides R ja R^ on baas ortonormeeritad, 
siis tuleb ortonormeeritud baas ka ruumis R X R^ . 
§  7 .  В  ü  h  m  a  e s i t u s .  
Kui rühma G igale elemendile on vastavusse 
seatud n-dimensioonilise vektorruumi lineaarteisendus D(£i) * 
nii et 
b(ji9k) =D(9v)b(g«) , (1.36) 
siis ütleme, et meil on antud rühma G n-dimensiooniline 
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esitus lineaarteisenduste kaudu. Esitustingimus (1. 36)' ta -
hendab sisuliselt seda, et kui me oleme rühma elementidele 
da vastavusse seadnud lineaarteisendused D (§i) 
ja DtÇt) » siis rühma elementide korrutisele g; gk tu­
leb vastavusse seada lineaarteisenduste korrutis D(§i)D^,<) 
Võtame esitustingimuses (1.36) elemendi võrdseks 
rühma ühikelemendiga, 9 2 9o * Siis saame 
D(§i) =D(9i)Dl9.), 
millest on näha, et 
c-37) 
6 
Rühma ühikelemendile vastab vektorruumi ühikteisendus. 
Kui võtame esitustingimuses §..= 9? » saame 
DI9.) =D(9i)D<9i'). 
Silmas pidades vastavust (1.37) järgneb 
-  « • * >  
Elemendi Çt põõrdelemendile rühmas vastab lineaarteisen-
duse D(9i) põördteisendus. 
Vastavusest (1.38) on näha, et rühma esitust moodusta­
vad maatriksid peavad olema regulaarmaatriksid. 
On loomulik, et rühma esituse korral on rühma postulaa­
did täidetud. Bühma esitus moodustab seega rühma, mille ele­
mentidel on konkreetne tähendus - nendeks elementideks on li­
neaarse vektorruumi lineaarteisendused. 
Kui rühma esitust moodustavate lineaarteisenduste Tyi? fr 
on taanduv, siis nimetatakse rühma esitust taanduvaks. 
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On v3laali.fr tõestada teoreemi: 
Poolllhtsa С.1a дате liinilt ka lihtsa) rühma kõik taanda­
vad esitused on täielikult taanduvad. 
Füüsikalistes rakendustee kasutatakse peamiselt liht­
said rühmi, millede taanduvad esitused on eelmise teoreemi 
põhjal täielikult taanduvad. Seega on kõik rühmade esitused, 
milledega füüsikud kokku puutuvad, täielikult taanduvad, kuid 
lühiduse mõttes nimetatakse neid harilikult taanduvateks esi­
tusteks. Seda tehakse ka käesolevas konspektis. Igal pool, 
kus edaspidi on juttu taanduvatest esitustest, tuleb nende 
all tegelikult mõista täielikult taanduvaid esitusi. 
Et konkreetselt otsustada, kas antud esitusmaatriksite 
hulk moodustab taanduva või taandumatu esituse, on tihti ots­
tarbekohane kasutada nn. Schuri lemmat, millest järgneb: 
Esitus on taandumatu siis ja ainult siis, kui ainuke­
seks maatriksiks, mis kommuteerub kõigi esitusmaatrjfrajtega, 
on skalaarae maatriks. * 
Siit tuleneb oluline järelclus: Abeli rühma ainukeseks 
lÕplikudimensiooniliseks taandumatuks esituseks on ühedimen­
siooniline esitus. 
Tõepoolest, kuna Abeli rühma esituse maatriksid peavad 
kõik omavahel kommuteeruma, siis Schuri lemma põhjal on nad 
kõik skalaarsed maatriksid, s. o. sisuliselt lihtsalt hari­
likud arvud. Esitus on ühedimensiooniline. 
Rühmal on esitusi üldiselt mitu. Tähistame j -nda 
* Skalaarseks maatriksiks nimetame maatriksit, mis aval­
dub ühikmaatriksi kordsena 61 » kus б on mingi komp­
leks arv. 
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esituse (see võib olla nii taanduv koi taandumatu esitus) 
maatrikseid D • Rühma elemendi karakteri 
S -ndas esituses, X^(Çc) » defineerime nüüd kui vasta­
va esitusmaatriksi jälje: 
=5pDw(9i) • о-39) 
Olgu antud rühma Q mingi element ^ ja sama rüh­
ma teine element ^ i » mis on saadud esimesest nn. sama-
susteisenduse teel: 
9Î = 9k9£9. , 9.6  6-
On kerge näha, et elementidel ^ ja on võrdsed ka­
rakterid. Arvestades esitustingimust ja seda, et jälje märgi 
all võib maatrikseid ümber tõsta, saame 
X($1 ) = XI9*9i 9») - Sp[D(9.)D(9:)D(9;')J « 
»5p[D(9'i)D(9JD(ji)J = Spfl)1(9«)ÛC9«)b(9i)]s SpD(9i). 
X(9i') = X(9i). 
Rühma elementidel, mis on üksteisest saadavad samasusteisen-
duse teel, on igas esituses võrdsed karakterid. 
Olgu antud rühma G kaks esitust esitusmaatriksitega 
vastavalt J) C^w) da D (^t) • Kerße on kontrollida, et 
siis moodustavad sama rühma esituse ka maatriksid 
D(9i)xD'(9i) • 






siis^, järgneb neist otseselt 
[ Ь191> * D4 9i)] [ь С 9 x b' ( 9k>J " [D19i) Ь ( 9«)]x [ b'( 9i) ЬЧ 9 j] = 
= D(9i9«)xD'(9i 9k), 
mis tähendab, et esitustingimust rahuldavad ka maatriksid 
D(Qv) xD'(§i)• Maatriksitega D( i^) XD (Çi) antud esitust ni­
metatakse maatriksitega D (Q j,) ja D СQi) antud esitus­
te otsekorrutiseks. 
Kahe taandumatu esituse otsekorrutis annab harilikult 
taanduva esituse. 
§8. Rühmade otsekorrutis j а 
s e l l e  e s i t u s e d .  
Olgu antud kaks rühma G ja И , millede kõik ele­
mendid omavahel kommuteeruvad: 
mistahes i, ja j< korral, kui 
9i6G , K.keH . 
Rühmade G ja H otsekorrutiseks Q nimetame siis rüh­
ma, mille moodustavad elementide g. ja kõikvõimali­
kud korrutised: 
С = G * H , 
kusjuures kõik 
$i С • 
Kehtib järgmine teoreem: 
Kui rühm CI avaldub rühmade G ja Ц otsekorruti­
sena, siis saame Q kõikvõimalikud taandumatud esitused 
rühmade G da H kõikvõimalike taandumatute esituste ot-
sekorrutistenà. Teiste sõnadega: Rühma С kõigi taanduma­
tute esituste maatriksid D(Ck) avalduvad kujul 
D ft*\ck) - Dw(§t) * D l t i( KtJ, 
kus indeksid (t) ja ( fcj nummerdavad rühmade G ja И 
kõikvõimalikke taandumatuid esitusi. 
Juhul, kui rühma G kõik elemendid avalduvad küll rüh­
made G ja H elementide korrutistena, kuid viimased oma­
vahel ei kommuteeru, siis rühma С rühmade G ja H ot-
r 
sekorrutiseks lugeda ei saa ja nende rühmade esituste vahel 
ei ole niisugust lihtsat seost nagu (1.40). Selle asemel 
kehtib järgmine küllaltki komplitseeritud teoreem: 
Olgu rühmal Ç invariantne alamrühm H ja olgu an­
tud veel mingi kolmas rühm G » nii et rühma G kõik 
elemendid avalduvad üheselt korrutistena ltk  » kus G , 
ja hk6 H . Edasi olgu rühmal С niisugused taandumatud 
esitused, et elemendile g- k,„ vastab esitusmaatriks 
f kusjuures need esitused olgu samaaegselt taandu-
matuteks esitusteks ka rühmale H • Siis maatriksid 
^W'X l\)Da>(g AJ, (1>D 
kus X tähistab rühma G elemendile vastavat 
karakterit *Ь —ndas esituses, moodustavad rühma С taan— 
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dumatru esituse. Veelgi enam: võttes valemis (1.41 ) rühma 
С kõikvõimalikud eelnimetatud tingimusi rahuldavad esitu-
sed|Dt1,(^)lK)} da rühma б kõikvõimalikele taandumatutele 
esitustele vastavad karakterid, saame rühma G kõikvõima­
likud taandumatud esitused. 
§9. Pidevatest rühmadest . 
Pidevateks rühmadeks või Lie rühmadeks nimetatakse rüh­
mi, millede elemendid on määratud pidevate funktsioonidena 
ühest või mitmest parameetrist «*£ : 
,<*a,..., оц,) 6 G . 
Parameetrite väärtused valitakse harilikult nii, et 
nende nullväärtustele vastab rühma ühikelement: 
9 (1.42) 
Parameetrite oc.i lõpmata väikestele väärtustele (letj^l tl 
i *1,1,,,,, 1 ) vastavad siis rühma elemendid, mis kuuluvad 
ühikelemendi lähemasse ümbrusesse. 
Samad parameetrid , mis määravad rühma elemente, 
määravad ka rühma esituse elemendid. Pideva rühma esituse 
saame, kui seame rühma elemendile g ... ,0^) vastavusse 
mingi vektorruumi lineaarteisenduse D(«<-i,eCA> , mis 
on lõpmatu arv kordi diferentseeruv kõigi parameetrite jär­
gi. See vastavusseseadmine teostatakse muidugi kooskõlas esi­
tust ingimustega: kui 
9 (**>**»••• 9 ••• 
siis 
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Sellest esitustingimusest järgneb, et rühma ühikelemendile 
^(0,0,4,^0) vast ab lineaarse vektorruumi ühikt eis endus 
D(o,o,.., ,0) eI . (1.43) 
Ohikelemendi lähemas ümbruses asetsevale rühma elemendile 
vastab lõpmata väike lineaarteisendus (infinitesimaalteisen-
dus) 
DC*,,<4..ъ*гК *«ь 1*4' * i I Ьч,1,...,г. 
Pideva rühma esitusse kuuluva lineaarteisenduse võime 
esitada reaksarendusena parameetrite «t; astmete järgi: 
*°)  *11 (|£)* e  *-
Lõpmata väikeste teisenduste korral võime selles reaksaren-
duses piirduda ainult kuni lineaarsete liikmetega eC± suh­
tes. Võttes veel arvesse vastavust (1.43) saame 
s 





nimetatakse rühma esitust määravateks infinitesimaaloperaa-
toriteks. On näha, et infinitesimaaloperaatorid rühma ja esi­
tuse elemente määravatest parameetritest ei olene. 
Vektorruumi lõpmata väike teisendus avaldub valemi (1.44) 




On näidatud, et Vektorrüumi suure pideva teisenduse 
võib alati saada lõpmata väikeste teisenduste järjestikuse 
rakendamise teel. Käesolevas me seda probleemi põhjalikult 
uurima ei hakka, skitseerime ainult tee, kuidas leida suuri 
teisendusi infinitesimaalteisenduste kaudu. 
Kui arv £ valida küllalt suur, siis kuulub rühma 
element q ühikelemendl lähemasse ümbrusesse ka 
parameetrite suurte väärtuste korral. Bühma suurtele 
elementidele vastavad lineaarteisendused saame niisuguse pa-
rametrisatsiooni korral avaldada 
Kuna TMSŽi, ..., —J on inf initesimaalteisendus, siis va-
u \ t  t *  t !  
lemi (1.44) kohaselt võime kirjutada 
Dfë-f T>i* TÈ'i;7i • 
Eelmine valem võtab nüüd leu ju: 
x £ 
D U i , , e l j  •  C - 4 7 )  
14 
Kui oleksid harilikud arvud, siis defineeriks võrduse 
(1.47) parem pool hariliku eksponentfunktsiooni. Kasutades 
analoogiat defineerime eksponentfunktsiooni ka mingist ope­
raatorist A : 
о A \ l  
exp A "CLm ( I  + jr)  • (1.48) 
£-*oo 
Saab näidata, et selle valemiga defineeritud funktsioonil 
Cxp A on. kõik olulisemad eksponentfunktsiooni omadused. 
Muuhulgas võib kasutada reaksarendust 
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cxpA • (1*49) 
и «о 
Valemiga (1.48) antud sümbolites saame suure teisendu­
se valemi (1.47) anda kujul 
г 
D ( < , . « J *  e x p  ( £ < J t )  •  с - 5 ° )  
i«l 
Siit on näha, et ka suured teisendused on infinitesimaal-
operaatoritega määratud. 
§ 10. Lie-Cartani teoreem* 
Inf init e s imaaloperaat orid mängivad pidevate rühmade 
esituste teoorias erakordselt tähtsat osa. Käesoleva punkti 
pühendame ühe olulise infinitesi maaloperaatorite kohta käi­
va teoreemi, nn. Lie-Cartani teoreemi tõestusele. See teo­
reem kõlab : 
Pideva rühma G mingile esitusele vastavad infinite-
simaaloperaatorid Jj ( j = 1, 2, ... , 1 ) • rahulda­
vad vahetuseeskirju 
J, J, =£ Cp; , <1.51) 
л i-
kus kordajad L«jk esitusest ei olene. 
Et tõestada seda teoreemi, vaatame lineaarteisendust 
])(£"*) , mis vastab rühma Q mingi elemendi (j pöörd-
elemendile. Selle teisenduse mõjul teiseneb esitusruumi vek­
tor S mingiks teiseks vektoriks s' 
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:*) с (1.52) 
On selge, et teisenduse tulemusena saadav vektor s' o n  
rühma elementi (ja seega ka esituse elementi) määravate pa­
rameetrite pidevaks funktsiooniks,, mida oleme eelmises vale­
mis rõhutanud, kirjutades • Korrutades valemit 
(1.52) vasakult sama rühma (j mingi teisele elemendile h 
vastava lineaarteisendusega D ( It) , saame 
DCWs'ttf^DtMD^Js. 
Esitustingimuse (1.36) põhjal järgneb siit 
millest valemi (1.51) kohaselt tuleb 
Dfys'tfJ'S'thg-'J. 
Tähistame nüüd ja kirjutame eelmise võrduse ümber 
D(f9)s'(9"J *$'(#). (1.53) 
Olgu a^i (f) t*i(yl ja e/i (-fq) rühma elemente määravate 
parameetrite (t=1, 2, ... , г) konkreetsed väär­
tused, mis määravad rühma elemendid f ^ ja . Pa­
rameetrid Ui (fg) peavad olema parameetrite eii(-f) jao^i 
funktsioonideks, sest rühma element fg on üheselt määra­
tud kui elementide. ^ ja ^ korrutis: 
V9)] • c-541 
Funktsioonide kuju ei saa seejuures oleneda esitusest, 
vaid see on täielikult määratud juba rühmas defineeritud kor-
rutamiseeskirjaga. 




â£M: У 10^9) ЬЩз! s'(<v«) (1 55)  
a^ j(f) L a-i(f9)(9 ; ' (1,55) 
Cjef*4 . Siis saame 
3*t ( f i )  
i ' f  
. »Dl») _ <?D 
elaO 
mis valemi (1.45) järgi pole midagi muud kui infinitesimaal-
operaator: 
9'f  
•l -3i  
dD(t i)  
Valem (1.55) võtab nüüd kuju 
г 
ЧФ С SyWäs'W, 
i=l 
kus tähistasime 
(fj = ЫМ 





Valem (1.57) on diferentsiaalvõrrandid suuruste 
määramiseks. Need võrrandid tuleb lahendada algtingiausel 
s , (1.59) 
mille saame seosest (1.52), kui võtame seal CJ * võrdseks 
rühma ühikelemendiga: g"1 - Sj0 .On teada, et süsteemil (1.57) 
on lahend olemas - see lahend on antud valemiga (1.52). Järe­
likult peab kehtima süsteemi lahenduvuse tarvilik tingimus, 
mis seisneb teiste tuletiste võrdsuses : 
iL/iL) - - jL ( ?s' ) . 
d U j  V \ т г т /  




mille saame võrrandit (1.57) silmas pidades umber kirjutada 
5ГЖ)С äfer:W CVW» '•<» • «•«> 
' 1*1 1,1'1 
Analoogiliselt arvutame 
+ŽsMs 4 m^v. и.«, 
t=l ' V'i 
Avaldiste (1.61) ja (1.62) võrrutamine vastavalt tingimuse­
le (1.60) annab 
- I isi ' 
(1.63) 
Võtame nüüd ^»g„ ja arvestame algtingimust (1.59) ning 
valemist (1.58) järgnevat tingimust £^(%e) ~àL- (mis üt­
leb, et parameetrid aii o'n kõik sõltumatud). Saame 
о.« 
Kuna see seos peab olema Õige mistahes vektori S korral, 
järgneb siit vastav võrdus operaatorite vahel: 
3 2. - X J; =^ ГсД X , (1.65) 
kus kordajad 
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СД = ( Щ: (f>- - Miiiil) (1.66) 
' 
х »«> /4=9. 
ilmselt ei sõltu esitusest. Kordajaid С j* nimetatakse rüh­
ma struktuurikonstantideks. 
Sellega on Lie-Cartani teoreem tõestatud. 
Valemist (1.66) nähtub, et struktuurikonstandid on kahe 
alumise indeksi suhtes antisümmeetrjlised: 
Cj„ =-C^ . (1.67) 
Struktuurikonstante harilikult valemite (,1.66) järgi ei ar­
vutata, vaid nad määratakse ühes kindlas esituses, kasutades 
selleks in£initesimaaloperaatorite konkreetset kuju selles 
esituses. Et struktuurikonstandid esitusest ei sõltu, siis 
on nende konstantide leidmise probleem kõigi esituste jaoks 
korraga lahendatud. 
K i r j a n d u s .  
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2. Любарский, Г.ri., Теория групп и ее применение в физике, 
Москва 1957. 
3. Хейне, В., Теория групп в квантовой механике, Моск­
ва 1963. 
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I I  p e a t ü k k .  
AEG-HUUMI ÏEISEHDUSTE RÜHMAD. 
§1. Kolmedimensioonilise vektor-
r u u m i  o r t o g - o n a a l t e i s e n d u s t e  
r ü h m .  
Vaatame füüsikalist ruumi kirjeldava kolmedimensiooni­
lise vektorruumi teisendusi, mis säilitavad ruumi meetrika 
(s. o,, mis ei muuda skalaarkorrutise väärtust). Teiste sõ­
nadega: kui kolmedimensioonilise ruumi vektor X teiseneb 
eeskirja 
Х'»Л X (2.1) 
järgi, siis nõuame, et selle teisenduse juures 
• (2.2) 
Olgu vektorruumis antud ortonormeeritud baas. Sel juhul 
(<,xj = x* + xl  *  xi  
ja meid huvitavad teisendused määratakse kui reaalsete kom­
ponentide ( к =1, 2, 3) teisendused, millede korral 
*i  * Xl + + + • (2.3) 
л 1 l 
Ruutvorm X^ X^ ^ on otsitavate teisenduste suhtes in­
var iantne. 
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Vektori teisenemiavalemi (2.1 ) saame komponentides 
avaldada 5 
x L = £ a „ t X ; ,  ( 2 - ^  
iad 
Л kus aki on teisendusmaatriksi л elemendid. 
Sellistes valemites nagu (2.4) me summamärki edaspidi 
välja ei kirjuta. Et sellest ei tekiks segadusi, lepime kind­
lalt kokku järgnevas: 
1) Kui ühes liikmes esineb kahekordne ladina tähega mär­
gitud indeks, siis tähendab see alati summeerimist üle selle 
indeksi väärtuste 1, 2, 3. 
S 
aK BK tähendab alati 6K . 
*•< 
Loomulikult ei ole oluline, kuidas me summe erimi s indeks it tä­
histame: 5 ( X i i i  .  
2) Ühekordne ladina tähega märgitud indeks omandab sõl­
tumatult väärtusi 1, 2, 3. Q,A tähendab siis suuruste Q1# 
Qx , (Xs komplekti, s. o. ÖK annab meile vektori CL 
komponendid. 
Selles uues sümboolikas kirjutame teisendusvalemi (2.4) 
ümber 
(2.5) 
ja meetrika invariantsuse tingimuse (2.3) avaldame kujus 
Xk X* =xk . (2.6) 
Kui nüüd asetame avaldise (2»5) tingimusse (2.6), saame 
~ 
Xk , 
millest järgneb, et teisendusmaatriksi elemendid peavad rahul­
dama seost 
- 53 -
aKi °<l '«'it, (2-7) 
See tingimus tähendab, et teisendusmaatriksi A veerud, 
kui neid vaadata kolmekomponendiliste vektoritena, on oma­
vahel ortogonaalsed ja normeeritud. Kasutades ortogonaalsu-
setingimusi (2.7) saame lihtsalt avaldada teisenduse (2.5) 
pöördteisenduse. Selleks korrutame valemit (2.5) suurusega 
0kg ja arvestame tingimust (2.7). Saame 
** ' ft*t*'* • (2-8) 
Arvestades summeerimisindeksi tähistuse meelevaldsust, võime 
meetrika invariantsuse tingimuse (2.6) kirjutada Xg *£ . 
Asetades siia Xg avaldise valemist (2.8) saame 
* *« < , 
millest järgneb 
aie = (2.9) 
Saadud tingimus ütleb, et ka teisendusmaatriksi A read, 
kui neid vaadata kolmekomponendiliste vektoritena, on omava­
hel ortogonaalsed ja normeeritud. 
Teisendusmaatriksil A koosnevad nii read kui ka veerud 
omavahel ortogonaalsetest vektoritest. Sellepärast nimetatak­
segi maatriksitega Д antud teisendusi ortogonaalteisendus-
teks. Olgu märgitud, et ortogonaalsusetingimused (2.9) ei ole 
iseseisvad, vaid tulenevad tingimustest (2.7). 
Ortogonaalsusetingimus (2.7) ei ole midagi muud kui 
maatriksseos 
A A = I  ( 2 . 1 0 )  
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elementides välja kirjutatuna. Võtame viimases võrduses mõ­
lemalt poolt determinandi. Saame 
cU*(AA)sl, (2.11) 
kus oleme arvestanud, et ühikmaatriksi determinant on 1. Eda­
si on teada, et maatriksite korrutise determinant on võrdne 
samade maatriksite determinantide korrutisega. Võrrandi 
(2.11) asemel saame seega dei A dßt A = 1 ja siit omakorda 
(d*tA)M , (2-12> 
sest transponeeritud maatriksi determinant on võrdne maatrik­
si enda determinandiga. Viimasel võrrandil on kaks lahendit: 
d i i  A = ± 1 . <2-13) 
Kolmedimensioonilise ruumi ortogonaalteisendused moodustavad 
kaks alamhulka: teisendused, kus dei A - • 1 , ja teisendused, 
kus c/et A 1. Tähistame esimesse alamhulka kuuluvaid jaäat-
«C+J aW 
rikseid Л ja teise alamhulka kuuluvaid maatrikseid Л , 
s. о. 
dei A W=* 4, 
оUiA H= - 4 . 
On lihtne veenduda, et hulk ^ А ^  rahuldab rühma pos­
tulaate : 
1 ) Kui meil on kaks teisendust ja A'**j , nii 
et det da det A '* ) s  + i » siis ka olei(A°AUJs*l. Hulk 
on maatriksite korrutamise suhtes kinnine. 
2) Hulka kuulub ühikmaatriks J , eest det I 1 . 
3) Kui det AW*+ 1 » siis ka pöördmaatriksi determinant 
o/et (AU)j j. Selles on lihtne veenduda meenutades, et pöörd-
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{Al 
maatriksi determinant on võrdne maatriksi enda determinant!! 
pöõrdväärtnsega. Ka viimane rühma postulaat on rahuldatud: 
kui hulka / A'*'} kuulub maatriks A* * , siis kuulub sinna 
ka tema põördmaatriks v Л J 
Rühma postulaadid on rahuldatud. Kolmedimensioonilise 
reaalse vektorruumi ortogonaalteisendused, milledel cftt A S*1 
moodustavad rühma. Seda rühma nimetatakse kolmedimensiooni­
lise reaalse vektorruumi omateisenduste rühmaks (või ka pöö­
rete rühmaks) ja tähistatakse A^ p . 
Teisenduste hulk |A rühma ei moodusta, sest see 
hulk ei ole maatriksite korrutamise suhtes kinnine (kui 
cUi ja dei A'H = - 1 , Siis olei (A°A'( })s+i ) ja seal 
puudub ühikelement. Küll aga moodustavad rühma kolmedimensi­
oonilise reaalse vektorruumi kõik ortogonaalteisendused kok­
ku, s. o. hulk / A , A J . Seda rühma nimetatakse kolmedi­
mensioonilise reaalse vektorruumi täielikuks ortogonaalseks 
rühmaks ja tähistatakse 
ш(') 
Teisendusi л nimetatakse peegeldusiseloomuga tei­
sendusteks. Nende tüüpiliseks esindajaks on 
0 
(2.14) 
Maatriksi P abil saame kõik peegeldustüüpi teisendused 
siduda omateisendustega: 
' AW=PA'" • (2.15) 
Täielik ortogonaalne rühm koosneb seega teisendustest 
^={Aw,pawJ. (2.16) 
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järku Abeli rühma, mida nimetatakse kolmedimensioonilise run 
mi peegelduste rühmaks ja tähistatakse Gg . Уппя rühma 
mentidega, siis saame moodustada nende rühmade otsekorruti— 
§  2 .  K o l m e d i m e n s i o o n i l i s e  v e k t o  r —  
r u u m i  l õ p m a t a  v ä i k e s e d  
o r t o g o n a a l t e i s e n d u s e d .  
Vaatame nüüd lähemalt kolmedimensioonilise vektorruumi 
omateisenduste rühma, mis kuulub pidevate rühmade hulka. Sel­
lesse rühma kuuluvad teisendused määratakse 9 parameetriga 
&ile , kuid kõik need parameetrid ei ole* sõltumatud, vaid 
rahuldavad ortogonaalsuse-normeerituse seoseid (2.?)» Valem 
(2.7) on indeksite L ja t suhtes sümmeetriline, mis tä­
hendab , et seal on 6 sõltumatut seost. Omateisendusi määrava­
te sõltumatute parameetrite arv kahaneb seega kolmele. See 
tulemus langeb kokku analüütilisest geomeetriast tuntud tõsi­
asjaga, et ruumikoordinaadistiku pöörde määramiseks tuleb an­
da kolm parameetrit, näiteks kolm Euleri nurka. 
Ett opereerida ainult sõltumatute parameetritega, on ka­
sulik vaadata lõpmata väikesi teisendusi 
se, milleks on rühm : 
või teisiti 
*5» V *4p (2.17) 
< = ** ****** , (2.18) 
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I «J • 
Kasutades teisendusvalemit (2.18) saame meetrika invariant-
sus et ingimuse le (2.6) anda nüüd kuju 
(*„ * e„XeKX„ *£MXe) = , 
millest teist järku lõpmata väikeste liikmete ärajätmisel 
saame 
«м*с*« +*° •- (2.19) 
Kui tähistame teises liidetavas summeerimisindeksid ümber, 
К £ , saame 
(««с+«e«)*t*K-0 • 
Et viimane seos kehtiks Xk meelevaldsete väärtuste korral, 
peab sulgudes olev avaldis võrduma nulliga. See tähendab, et 
fk£ on aatisümmeetriline suurus: 
€** = - eev . (2.20) 
Kolmedimensioonilise ruumi lõpmata väikesi teisendusi määra­
vatest parameetritest 6*^ on sõltumatuid ainult kolmê 
Analoogiliselt sellele, nagu me näitasime antisüm-
meetrilisust, saab kontrollida, et kehtivad üldised reeglid: 
1) Sümmeetrilise suuruse ja antisümmeetrilise suu­
ruse korrutis, kui summeerimine toimub üle mõlema in­
deksi, annab alati nulli. 
ЮЧ Sie= Sei ja , siis S i K f i l e ' 0  . (2.21) 
2) Kui antisümmeetrilise suuruse korrutis mingi teise 
suurusega annab nulli, siis see teine suurus on kindlasti 
sümmeetriline: 
K u i  f i K s ' f*i » Misjuures S u { i k * <9 , siis SiK=SR. .(2.22) 
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3) Kui sümmeetrilise suuruse korrutis mingi teise suuru­
sega annab nulli, siis see teine suurus on kindlasti antisüm­
meetriline : 
Kui Sik--Se. , kusjuures Sikf.K-0, siis (2.23) 
§ 3 »  K o l m e d i m e n s i o o n i l i s e  v e k t o r ­
r u u m i  o m a t e i a e n d u s t e  r ü h m a  
i n f i n i t e s i m a a l o p e r a a t o r i d .  
Lineaarse ruumi teisenduste rühma võime alati vaadata 
kui iseenda esitust, sest siin kujutab rühma iga elementi 
teatud,lineaarteisendus. Selles mõttes võime rääkida ka li -I  '  
neaarse ruumi omateisenduste rühma infinit es imaaloperaato-
ritest. Valemi (1,46) saame nüüd kolmedimensioonilise vektor­
ruumi lõpmata väikeste teisenduste jaoks kirjutada kujul 
S 
*' *(I+^6U3U)* , (2.24) 
i,K»4 
kus X tähistab vaadatava ruumi vektorit ja summamärgi all 
esinevad ainult sõltumatud parameetrid E* i<к• Kasutades 
** . у 
käesoleva peatüki esimeses punktis antud summeerimisreeglit, 
on otstarbekohane kirjutada seos (2.24) ümber kujul 
x ' = ( I ^ e t k J t,)X. (2.24) 
Bt see valem langeb ühte valemiga (2.24), selles on lihtne 
veenduda, kui pidada silmas, et £tK ja mõlemad on an-
tisümmeetrilised suurused. Л j,*. antisümmeetrilisust 
<2-25> 
saab lihtsalt kontrollida järgmise arutluse teel. 
Olgu antud korrutis 
_ kus on antisümmeetriline suurus, kuid JKi|t kohta 
- 59 -
ae esialgu midagi täpsemat ei tea. Lahutame nüüd suuruse 
antisüaaeetrilise osa Ji* ja sümmeetrilise osa 
summaks: tn 





sest 6iK on valemi (2.21) põhjal võrdne nulliga. Vale­
mis (2.24) esinev suurus saab olla ainult antisüm­
meetriline. 
Komponentides avaldub (2.24) kujul 
s ( rf + 1 £ T<w)x (2.26) 
T i cik J lit' лгн , 
JI* 4 juures nummerdavad infinitesi-
maaloperaatoreid ja ülemised indeksid - nende Infinitesi-
maaloperaatorite kui aaatriksite elemente. 
, Hüüd arvestame, et see kolmedimensioonilise vektorruu­
mi omateisenduste rühma esitus, mida me siin vaatasime, lan­
geb tegelikult ühte rühma endaga. See tähendab, et lõpmata 
väikeste teisenduste valemi võime ka kirjutada kujul (2.18): 
xe " * «è* х»и 
Viimase^ valemi võrdlemine valemiga (2.26) annab 
xtiK3!* 5 , (2.27) 
mis on võrrand infinitesimaaioperaatorite määramiseks. Kerge 
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on kontrollida, et saadud võrrandit rahuldab avaldis 
5 
дц " cTivH * (2.28) 
»ilm 
Silmas pidades, et ülemised indeksid Ji* juures numaer-
davad infinitesimaaloperaatorite ridu ja veerge, saeme (2.28) 
ümber kirjutada maatriksite kujul: 
„  I  о  i  o \  / о  Ô  0 \  ( 0 0  - 1  \  
Ml 0 °J' М°оГ.]' (2-29) 
Nüüd on kerge kontrollida, et saadud maatriksite vahel keh­
tivad järgmised kommutatsiooniseosed 
[Ju 1 3**] = " ^31 Î 
[^31 , J " " 1 
kus [AfB] tähistab operaatorite A ja ß kommutanti: 
[ A , B j  s  A B - B A .  (2.31) 
Seostega (2.30) ongi määratud kordajad Lie-Cartani valemis 
(1.51) kolmedimensioonilise vektorruumi omateisenduste rüh­
ma jaoks. 
Operaatorid JKl on antihermiitilised. Mõnikord on ots­
tarbekohane nende asemel kasutada hermiitilisi operaatoreid 
, mis defineeritakse järgmiselt: 








Formaalselt võib viimastele kommutatsiooniseostele anda kuju 
s  ( 2
-
w  
kus J tähistab formaalset vektorit, mille komponentideks 
loeme suurused Jj > jfj, da . Vektorruumi lõpmata 
väikese teisenduse (2.24) võime nüüd uute operaatorite kau­
du üles kirjutada 
*'s(l + C2-35) 
kus 
Vu»i> V i en. (2-36) 
Kasutades kommutatsiooniseoseid (2.33) on lihtne kont­
rollida, et operaator 
f 3 J. J. (2.37) 
kommuteerub kõigi infinitesimaaloperaatoritega T , s. o. 
[jUH • «•»> 
See operaator on järelikult kolmedimensioonilise vektorruu­
mi omateisenduste rühma invariandiks. Näitame seda. 
Kuna lõpmata väikese parameetri teise astmega vÕr-
delised liikmed loeme nulliks, siis kehtib ^ 
(I - J.)(I * £.J.) =1 , (2.39) 
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ais ütleb, et operaator (J - 6k JK) on operaatorile (I * 
pöördoperaatoriks. Operaatori J** teisenduseeskirja lõpma­
ta väikeste teisenduste korral saame siis valemi (1.12) ees­
kujul avaldada 
millest kommutatsiooniseoste (2.38) põhjal järgneb otseselt 
g1' - (2.40) 
Operaator J vektorruumi lõpmata väikeste teisenduste kor­
ral ei muutu. Kuid siis ei muutu ta ka suurte teisenduste 
korral, sest suure teisenduse saame alati lõpmata väikeste 
teisenduste järjestikuse rakendamise teel. Valem (2.40) on 
Õige ka suurte teisenduste korral. Teiste sõnadega tähendab 
see, et operaator J* kommuteerub kõigi kolmedimensioonili­
se vektorruumi omateisendustega, millest järeldub (vt. ptk. 
I § 7)t et ^ on skalaarne operaator., 
X 
§4. Kolmedimensioonilise vektor­
r u u m i  s u u r e d  o m a t e i s e n d u s e d .  
Et avada lõpmata väikese teisenduse (2.24) geomeetrilist 
sisu, oletame konkreetsuse mõtrtes, et 6jL1=£31 = 0 . Teisen-
dusvalem on siis • 
Kui me võtame arvesse operaatori konkreetset kuju 
(2.29), saame siit teisenemiseeskirjad vektori komponentide 
jaoks; 
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*i' = 1 ч»ч , 
V = *1 - tn X, , <2-42> 
xi • *1. 
Siit on näha, et valem (2.41) kirjeldab pööret Xt Xj, -ta-
sandis lõpmata väikese nurga £1X võrra, kusjuures pööre 
toimub x1 -telje poolt -telje poole. 
Vaatame nüüd, missugused tulevad vektori komponentide 
teisendusvalemid suure pöörde korral j(1x1-tasandis. Et veel 
kord illustreerida seda, kuidas lõpmata väikesed teisendused 
määravad suuri teisendusi, konstrueerime suure teisenduse 
lõpmata väikeste teisenduste integreerimise teel. 
Olgu A(f) maatriks, mis kirjeldab pööret J(1x1-tasan-
dis nurga võrra. Teostame järjest pöörded nurkade 
ja cftf võrra, tulemusena saame pöörde nurga ^ •* d^f võr­
ra: 
A(f * Otf) - A(fJA (dvfj • (2.43) 
Moodustame nüüd avaldise 
d A w  .  Mljtäll - A  W )  , (2-44) 
df " dif 
mis (2.43) põhjal tuleb 
~ A w • (2.45) 
d f  d f  
Lõpmata väikest pööret -tasandil kirjeldav operaator 
valemist (2.41) avaldub nüüd meie tähistes 
AW;=I*J t ldf . _ (2Л6) 
Asendades selle A (ci<f) avaldise valemisse (2.45) saame 
- 64 -
nüüd 
See on võrrand 
lisatingimusel 
= . (2.47) 
AW) määramiseks, mis tuleb integreerida 
АН г I . (2.48) 
Kui A (*f) j* Зц oleksid harilikud arvud, siis saaksime -
võrrandi lahendi kujul 
A(vfJ -exp(5atf) . C2.49) 
Formaalselt võime võrrandi (2.47) lahendi samal kujul üles 
kirjutada ka antud juhul, ainult 8111 tuleb mõis­
ta siis kas lõpmatu korrutise piirväärtust (1.48) v3i reaks-
arendust (1.49). Silmas pidades konkreet et kuju (2.29) 
saane txp (3u^ )reakaarenduse 
U  0  0 \  , /6 * 0 \  . /f1 0 0\ 
*"•(;;;)w. ?sr 
3 ' \ o  о  о /  о  о  О /  * •  \  О  О  о /  
Summeerimine annab maatriksi, mille elementideks on siinuse 
ja koosinuse reaksarendused 
Ces vf 0 
Щ )  = [ 05^f 0 
0 O i  
(2.50) 




*•[ = + , 
= XiCtJtf - X1tiMvf , (2.50a) 
* i * 4* 
Olgu öeldud veel, et valemi (2.49) oleksime saanud va­
lemist (2.41) otseselt eeskirja (1.50) rakendamisel. 
t  
§5. Galilei rühm. Klassikalise 
m e h h a a n i k a  r e l a t i i v -
s u s p r i n t s i i p .  
T»mrmi homogeensuse omadusest tuleneb füüsika võrrandi­
te invariantsuse nõue koordinaadistiku alguspunkti nihke 
suhtes 
, (2.51) 
kus Ol.0^  on konstantne vektor. Teisendused (2.51) moodus­
tavad Abeli rühma, mille uurimine meile käesoleval juhul hu­
vi ei paku. Käesolevas punktis pühendame oma tähelepanu nii­
sugustele koordinaatide teisendustele, kus vektor on 
teatud funktsioon ajast: 
= 
X* ~ akW • (2.52) 
Niisugune teisendus tähendab üleminekut koordinaadistikku, 
mis esialgse süsteemi suhtes teatud viisil liigub. 
Et füüsika võrrandid peaksid olema invariantsed ka kÕi 
gis liikuvates koordinaadistikes, see ei ole iseendast sugu 
gi selge. Seda küsimust saab otsustada ainult eksperiment. 
Vaatame, kuidas käsitles seda probleemi klassikaline mehhaa 
nika. 
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Klassikaline mehhaanika tugineb Newton! teisele seadu­
sele: Keha liikumishulga W0Vk muutus ajaühikus on võrdeli­
ne kehale mõjuva jõuga Fk . ühikute sobiva valiku korral 
saame selle seaduse kirja panna 
-^(woVk)- Fk , (2.53) 
kus VK on kiirusevektor, FK kehale mõjuva jõu vektor ja 
m0 keha mass, mida klassikalises mehhaanikas loetakse an­
tud keha iseloomustavaks konstandiks. Et rõhutada massi kons­
tantsust, kirjutasime tema tähise juurde indeksi 0 . 
Newton! teise seaduse on füüsikud katselisel teel loodu­
sest tuletanud, puhtloogiliste arutlustega pole seda seadust 
võimalik tuletada. 
Olgu võrrand (2.53) antud mingis kindlas koordinaadis-
tikus, mida tähistame K. Läheme nüüd teisenduste (2.52) abil 
üle teise koordinaadistikku K*, mis liigub eelmise suhtes. 
Missuguse iseloomuga võib olla see liikumine, et võrrand 
(2.53) kehtiks ka uues süsteemis K'? Teiste sõnadega: kui­
das peab uus koordinaadistik vana suhtes liikuma, et temas 
kehtiks samasugune klassikaline mehhaanika nagu vanas koor-
dinaadist ikuski? 
Klassikalises mehhaanikas oletatakse, et kahe keha va­
hel valitsevad jõud on pöördvõrdelised nende kehade vahelise 
kauguse ruuduga. Niisuguste omadustega on näiteks gravitat-
sioonijÕud, elektrostaatilised jõud (mõjuvad kahe paigalseis-
va elektrilaengu vahel) ja magnetostaatilised jõud (mõjuvad 
kahe paigalseisva magnetipooluse vahel).Veel möödunud sajan­
dil oli füüsikute püüdeks seletada kõiki loodusnähtusi ainult 
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niisuguste jõudude abil, mis on põõrdvõrdelised kauguse ruu­
duga. 
Bt kahe pudkti ja vahelise kauguse ruut 
dM*» -
koordinaadistiku nihke (seega ka teisenduse (2.52)) korral 
*i muutu, sellest järgneb, et üleminekul süsteemi К suhtes 
liikuvasse koordinaadisüsteemi K* kehale mõjuv jõud ei muu­
tu: 
F* » F, • (2.54) 
Newtoni teise seaduse (2.53) parem pool on teisenduste (2.52) 
suhtes invariantne. Määrame nüüd, missugune peab olema süstee­
mi E* liikumine süsteemi К suhtes, et invariantseks jääks 
ka Newtoni teise seaduse vasak pool. Valemist (2.52) saame ar­
vutada seose kiiruste vahel 
kus 
V« :v„ - SgSs- , (2.55) 
w ' . d X к V - d XK 
* " Tt~ y  V k"1TГ* 
Siin me oletasime tegelikult, et aeg üleminekul koordinaadis-
tikust К koordinaadistikku K* ei muutu: 
t' = t . (2.56) 
See oletus on klassikalise mehhaanika katsetega ja igapäeva­
se elu kogemustega kooskõlas. 
Asendame nüxid Vk avaldise valemist (2.55) võrrandisse. 
(2.53), saame , 
^•(W,Vk) + Wo = FK > 
kus arvestasime ka jÕu invariantsust (2.54). Siit on näha, et 
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к 
Newtoni teine seadus jääb muutumatuks, kui 
eft ' 
s, o. kui 
q„ = v;t * &•„, 
kus ja CX^ on integreerimiskonstandid. Newtoni teine 
seadus on invariantne teisenduste 
< z Xe-V£t -Of. v (2.57) 
suhtes. Kuna viimane liidetav Q* kirjeldab sijüa koordinaa-
distiku alguspunkti ühekordset (ajas konstantset) nihet, siis 
see antud juhul meile huvi ei paku ja võime lugeda 0\?Q. Tei-
sendusvalemid (2.57) ja (2.56) tulevad siis 
/ (2,58) 
t « t . 
Esimene neist valemitest ütleb, et süsteem K' liigub süs­
teemi К suhtes konstantse kiirusega V£ . Süsteemide oma­
vaheline liikumine on inertsiaalne (ühtlane ja sirgjooneline). 
Newtoni teine seadus on invariantne uude koordin&adis-
tikku ülemineku suhtes, kui uue koordinaadistike alguspunkt 
liigub vanas koordinaadistikes ühtlaselt ja sirgjooneliselt. 
Invariantne niisuguse ülemineku suhtes on siis muidugi ka 
Newtoni esimene seadus, mida võime vaadata kui teise seaduse 
eri juhtu (jõud FK*0 ). 
Teine valemitest (2.58) ütleb, et üleminekul ühest koor­
dinaadistikest teise, esimese suhtes liikuvasse koordinaadis-
tikku, aeg ei muutu. Aja määramiseks kõigis koordinaadistikes 
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piisab übest universaalsest kellast. Konkreetsuse mõttes ole­
tame siiski, et iga ruumikoordinaadistiku külge on kinnita­
tud kell, mille abil määrame aja kulgemist selles koordinaa-
distikus. Sisuliselt on kõigi koordinaadistike varustamine 
kella ga teooria antud etapil üleliigne, sest need kellad näi­
tavad kõik ühte aegä. Me teeme seda aga eesmärgil, et hiljem 
oleks lihtsam üle minna relatiivsusteooriasse. 
Kellaga varustatud ruumilist koordinaadistikku nimetame 
taustsüsteemiks. 
Taustsüsteeme, kus kehtivad Newtoni seadused, nimetame 
inertsiaalsüsteemideks. Inertsiaalsüsteem on niisugune taust­
süsteem, kus keha liikumishulga muutus ajaühikus on võrdeline 
kehale mõjuva jõuga ja kus vabad kehad liiguvad inertsiaalselt 
" (ühtlaselt ja sirgjooneliselt). Teisiti võiks öelda; inertsi­
aalsüsteem! deks nimetatakse taustsüsteeme, kus kolme vaba 
mittekoplanaarse punktmassi kiirused on aj aus konstantsed. 
üksteise suhtes liiguvad kõik inertsiaalsüsteemid ühtla­
selt ja, sirgjooneliselt. 
Nüüd võime sõnastada klassikalise mehhaanika ralatiiv-
susprintsiibi, mis ütleb: 
Mehhaanika seadused avalduvad kõigis inertsiaalsüstee­
ni i de s ühteviisi. 
Kui me oleme leidnud taustsüsteemi , milles klassi­
kalise mehhaanika seadused kehtivad, siis oleme sellega mää­
ranud ühe inertsiaalsüsteemidest. Klassikalise mehhaanika 
relatiivsusprintsiip väidab nüüd, et mehhaanika seadused 
kehtivad täpselt samal kujul ka kõigis teistes taustsüsteemi­
des, mis liiguvad süsteemi suhtes ühtlaselt ja sirgjoo-
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neliselt. Klassikalise mehhaanika relatiivsusprintsiip väi­
dab seega, et kinnises ruumi s teostatud mehhaanikakatsete 
tulemused ei anna võimalust kindlaks teha, kas ruum on min­
gi kindla inertsiaalsüsteemi suhtes paigal või liigub 
tema suhtes ühtlaselt ja sirgjooneliselt. Paigalseis ja üht­
lane sirgliikumine on selles mõttes ekvivalentsed. 
Klassikalise mehhaanika relatiivsusprintsiibi matemaa­
tiliseks väljenduseks on mehhaanika võrrandite invariant.- -
se nõue teisenduste (2.58) suhtes. Neid teisendusi nimetatak­
se Galilei teisendusteks. Kas Galllei teisendused moodusta­
vad rühma või mitte, see oleneb kiiruste liitumise seaduse 
iseloomust. Vaatame, missugustele järeldustele kiiruste lii­
tumise seaduse kohta jõuame, kui oletame, et Galilei teisen­
dustel on rühmaomadus (kahe Galilei teisenduse järjestikune 
teostamine annab jälle Galilei teisenduse). 
Olgu meil kolm taustsüsteemi K, K* ja KM , kusjuu­
res teise süsteemi kiirus esimese suhtes olgu Vk ja kol­
manda süsteemi kiirus teise suhtes - U„ . Mingi ruumipunkti 
koordinaate süsteemis К tähistame XK * süsteemis K' -
ja süsteemis Kn - . Üleminekuvalemid ruumikoor-
dinaatide jaoks on siis: 
"" *K ~ t 
К * ** - u«t. 
Asenduse teel saame siit 
mille võime ümber kirjutada 
<: -- X. -W«t, (2.59) 
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kus 
Wk » VK + Uw . (2.60) 
Kui teisendus (2.59) on ka Galilei teisendus, siis peab suu­
rus Wk tähendama kolmanda taustsüsteemi kiirust esimese 
suhtes. Valem (2.60) on järelikult kiiruste liitumise sea­
dus. Eksperiment näitab, et kiiruste liitumise seadus kujul 
(2.60) on tõepoolest õige. See tähendab, et Galilei teisen­
dustel on rühmaomadus olemas. Et nende teisenduste hulgas 
on ka ühikelement ( V* = 0 ) ja igale teisendusele vastav 
pöördteisendus (kui teisenduse määrab Vk , siis tema põörd-
teisenduse määrab - VK ), siis moodustavad Galilei tei­
sendused rühma. Seda rühma nimetatakse Galilei rühmaks. Ga­
lilei gühaa invariantideks (s. o. muutumatuteks suurusteks 
Galilei teisenduste suhtes) on kaugus kahe ruumipunkti va­
hel ja aeg. 
Klassikalise mehhaanika kiiruste liitumise seadust 
(2*60) läheb meil edaspidi vaja kujul, kus kiirused Vk ja 
Ufc on ühesuunalised. Olgu näiteks 
• 
V. » (o, 0, v) , 
U„ = (e, o, u) , 
siis saame 
w«= (0, o, w), 
kus 
W 5 U 4 V. (2.61) 
9 
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§  6 .  S p e t s i a a l n e  r e l a t i i v s u s -
p r i n t s i i p .  
Valguse kiiruse määras esmakordselt taani astronoom 
0. Bjgrmer 1675« aastal. See tuli 300 000 km/sek. Kui J.G. Max­
well möödunud sajandi keskel tuletas elektromagnetilist väl­
ja kirjeldavad võrrandid, siis sai selgeks, et valgusnähtu­
sed on elektromagnetisminähtuste üheks alaliigiks: valgus on 
elektromagnetiline laine. 
Elektromagnetilist välja kirjeldavad võrrandid (nn.- Max­
well! võrrandid) olid huvitavad selle poolest, et nad sisal­
dasid elektromagnetilise välja levimise kiirust ЗОООООкп^зек 
ilmutatud kujul. Sai selgeks, et see konstant mängib looduse 
kirjeldamisel erilist osa ja teda hakati tähistama spetsiaal­
se tähisega С : 
С = 300 ООО km/sek 
(kaasaegsete andmete kohaselt on täpsemini С = 299 790 - 1 
\ 
km/sek). 
Mehhaanika võrrandid kiirust ilmutatud kujul ei sisal-
I .  
da, neis on ainult kiiruse tuletis aja järgi, s. o. kiiren­
dus. Tänu sellele kehtivadki need võrrandid kõigis inertsi-
aalsüsteemides ühteviisi, s. o. need võrrandid on invariant-
sed Galilei teisenduste suhtes. Ett elektromagnetilise välja 
võrrandid sisaldavad kiirust ilmutatud "kujul, siis nad Gali­
lei teisenduste suhtes invariantsed olla ei saa. Siit järel­
dati, et Maxwell! võrrandid võivad õiged olla ainult ühes 
inertsiaalsüsteemis; see on süsteem, kus valgus liigub igas 
10. 
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suunas ühesuguse kiirusega С • Missugune võiks olla see 
eelissüsteem? Võiks oletada, et selleks süsteemiks on valgus­
allikaga seotud taustsüsteem. Sel juhul peaks valguse kiirus 
olenema valgusallika liikumise kiirusest. Astronoomilised 
vaatlused näitasid aga selgelt, et see nii ei ole. On üks­
kõik, kas maailmaruumi s liikuv täht läheneb suure kiirusega 
Maale või eemaldub sellest, valgus, mida ta kiirgab, jõuab 
Maale ikka ühesuguse kiirusega 
С . 
Jäi üle oletada, et looduses on kõikvõimalike inertsi-
aalsüsteemide hulgas üks eriline süsteem K° (nn. absoluut­
ne taustsüsteem), kus valguse kiirus on С suunast sõltu­
matu. Teises inertsiaalsüsteemis K* , mis esimese süsteemi 
suhtes liigub kiirusega V , peaks klassikalise mehhaanika 
kiiruste liitumise seaduse (2.60) järgi valguse kiirus siis 
olenema juba suunast: tema maksimaalseks väärtuseks on C+V 
ja minimaalseks väärtuseks С - V . Konkreetselt oletati ise­
gi, et absoluutseks taustsüsteemiks on eriline keskkond, nn. 
maailmaeeter, milles elektromagnetilised lained levivad. 
Klassikaline mehhaanika ei võimaldanud kõigi inertsiaal-
süsteemide hulgast ühte eelissüsteemi eristada, elektromagne-
tismi võrrandid andsid aga selleks lootusi. Oli tarvis määra­
ta süsteem, kus valguse kiirus on С suunast sõltumatu, ja 
absoluutne taustsüsteem oleks olnudki määratud. 
Absoluutse taustsüsteemi otsingutes said määravaks amee­
rika füüsikute Michelsoni ja Morley katsed 1887. aastal. Nen­
de katsete eesmärgiks oli kindlaks teha, kuidas liigub Maa 
absoluutse taustsüsteemi (maailmaeetri) suhtes. Esimesed 
mõõtmised näitasid, et valguse kiirus Maa suhtes oli С suu-
- 74 -
nast sõltumatu. Seda tulemust võis seletada oletusel, et kat­
se teostamise ajal oli Maa absoluutse taustsüsteemi suhtes 
juhuslikult paigal. Katset korrati poole aasta pärast. Et Maa 
liigub oma orbiidil ümber Päikese kiirusega 30 km/sek, siis 
poole aasta pärast, kui Maa oli oma orbiidil teisele poole 
Päikest jõudnud, pidi tema kiirus absoluutse taustsüsteemi 
suhtes olema 60 km/sek. Mõõtmised näitasid aga jällegi vastu­
vaidlematult , et valguse kiirus Maa suhtes oli С suunast 
sõltumatu. Need eksperimentaalsed faktid võeti kokku nn, val­
guse kiiruse konstantsuse printsiibis i 
Valguse kiirus ei olene valgusallika ja kiirust määrava 
mõõteaparatuuri omavahelisest liikumisest. 
Eksperimendid viisid ühesele järelduseleî ka elektromag-
netismikatsed ei võimalda määrata absoluutset taustsüsteemi, 
ka Maxwell! võrrandid kehtivad kõigis inertsiaalsüsteemides 
ühteviisi. See eksperimendile tuginev kogemus üldistati nn. 
spetsiaalseks relatiivsusprintsiibiks: ^ 
Loodusnähtuste kirjeldamisel on kõik inertsiaalsüsteemid 
samaväärsed. 
Kui loodusseadus on Õige ühes taustsüsteemis, siis keh­
tib ta samal kujul ka kõigis teistes taustsüsteemides, mis 
liiguvad esimese süsteemi suhtes ühtlaselt ja sirgjooneliselt. 
Spetsiaalne relatiivsusprintsiip väljendab loodusseadust, 
mille Õigsuses kahelda pole mingisugust alust. See tähendab 
aga, et meil tuleb revideerida mõningaid klassikalise mehhaa­
nika seisukohti, milledest oli juttu eelmises punktis. 
Kõigepealt on ilmne, et klassikalise mehhaanika kiiruste 
liitumise seadus (2.60) siis õigeid tulemusi ei anna, kui üks 
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liidetavatest kiirustest on vaiguse kiirus. Meie ülesandeks 
on leida uus ja täpsem kiiruste liitumise seadus. Viimane 
omakorda on seotud teisendusvalemitega, mis kirjeldavad üle­
minekuid ühest inertsiaalsüsteemist teise* Galilei teisendu­
sed selleks eesmärgiks enam ei sobi, sest elektromagnetismi 
võrrandid ei ole nende teisenduste suhtes invariantsed. On 
vaja leida uued teisendusvalemid, mis kirjeldavad üleminekuid 
inertsiaalsüsteemide vahel, kusjuures elektromagnetismi võr­
randid peavad nende teisenduste suhtes invariantsed olema. 
Muuhulgas peab neist teisendusvalemitest järgnema ka valgu­
se kiiruse konstantsuse printsiip, mida võime sõnastada: 
Valguse kiirus on kõigis inertsiaalsüsteemides suunast 
sõltumatu. 
§7. Intervall. 
Mingi sündmus maailmas on määratud oma toimumiskoha ja 
toJjEumishetkega, s. o. koordinaatidega y t ). Sündmu­
sed moodustavad seega neljadimensioonilise ruumi. Osutub, et 
sündmuste ruumis on otstarbekohane määrata meetrika järgmise 
meetrilise maatriksi abil: 
(4 0  0  0  \  0  1 0  0 )  0 0 1 0 / (2.62) 
o o o  - с  V  
Sündmuste ruumi vektori skalaarkorrutis iseendaga avaldub 
siis valemi (1.6) järgi: 
3* = XkX,c - CXtX . (2.63) 
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Suurust 3 nimetatakse sündmuste (xk, "b) ja (O, (?) va­
heliseks intervalliks. Analoogiliselt võime defineerida in­
tervalli sündmuste (x® 11°) ja (xk } £) vahel: 
i  " 4 W - < K * k- * D - c i a - t T  ' (2.64) 
Intervall ei ole midagi muud kui "kaugus" kahe sündmuse va­
hel sündmuste ruumis. 
j, 
On näha, et intervalli ruut 3 ei ole positiivselt 
määratud suurus. On kolm võimalust: 
X 
Kui 4 <• 0 , nimetatakse intervalli ajasaraaseks. 
Kui 3*> 0 , nimetatakse intervalli ruumisarnaseks. 
Kui i * 0 , nimetatakse intervalli isotroopseks. 
Vaatame nüüd kahte sündmust, mis seisnevad valgussig­
naali väljasaatmises mingi valgusallika poolt ja selle sig­
naali jõudmises vastuvõtjani. Kirjeldame neid sündmusi kahes 
inertsiaalsüsteemis. 
Inertsiaalsüsteemis К tähistame valgusallika ja vas­
tuvõtja koordinaate vastavalt ja Xk , signaali lähte-
Tietke ja kohalejõudmise hetke t . Valgussignaali lii­
kumise võrrand on siis 
V( <) = с (i -1°), 
mille saab üles kirjutada kujul 
3 = 0. <2.65) 
Sündmused, milledeks on valgussignaali lähtumine mingist 
ruumipunktist ja selle jõudmine teise ruumipunkti, on selles 
inertsiaalsüsteemis eraldatud isotroopse intervalliga. 
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Teises inertsiaalsüsteemis К' tähistame valgussignaa­
li lähte- ja 1Õppkoоrdinaate ning ajahetki vastavalt tehis­
tega *•' , , i0' , . Vastavalt valguse kiiruse kons­
tantsuse printsiibile on valguse kiirus ka selles inertsiaal­
süsteemis С . Valgussignaali liikumise võrrandi saame siis 
VK - *«Д*К " c(t'-teX 
mis ütleb, et ka selles inertsiaalsüsteemis eraldab valgus­
signaali lähtumist ja kohalejõudmist isotroopne intervall. 
Ka 
3 ' s о . (2.65a) 
Näeme, et, sündmused, mis seisnevad valgussignaali väljasaat­
mises ja vastuvõtmises, on kõigis inertsiaalsüsteemides eral­
datud isotroopse intervalliga. 
Vaatame nüüd lõpmata väikest intervalli 
di1 » cfxKdxk - cAo| t\ (2.66) 
Valgussignaali levimise uurimine näitas, et juhul, kui in­
tervall on null ühes inertsiaalsüsteemis, siis on ta null ka 
kõigis teistes inertsiaalsüsteemides. Siit järeldub, et ju­
hul, kui intervall on lõpmata väike suurus ühes inertsiaal­
süsteemis, siis on ta lõpmata väike suurus ka kõigis teistes 
inertsiaalsüsteemides. Lõpmata väikesi suurusi võime aga ala­
ti omavahel võrdelisteks lugeda: 
C<i=Q d i ' ,  < 2 - 6 ? )  
kus с1б tähistagu intervalli inertsiaalsüsteemis К ja 
di' intervalli inertsiaalsüsteemis K' . VÕrdetegur CL 
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võiks, üldiselt rääkides, oleneda ruumikoordinaatidest, ajast 
ja inertsiaalsüsteemi К kiirusest inertsiaalsüsteemi K* 
suhtes. Vaatame, missugused nendest sõltuvustest tulevad te­
gelikult kõne silla. 
Kui vÕrdetegur CL oleneks ruumi koordinaatidest, siis 
tähendaks see, et seose (2.6?) konkreetne kuju oleneb ruumi-
punktist, mille läheduses ta üles on kirjutatud. See oleks 
vastuolus ruumi homogeensuse nõudega. VÕrdetegur CL ruumi-
koordinaatidest oleneda ei saa. See vÕrdetegur ei saa olene-
da ka ajahetkest, sest see viiks kohe vastuollu aja homogeen­
suse nõudega. Jääb järele ainult oletus, et CL sõltub inert­
siaalsüsteemi К kiirusest inertsiaalsüsteemi K* suhtes. 
Kuid ruumisuundade samaväärsuse (ruumi jsotroopsuse) nõue üt­
leb veel täiendavalt, et Ot ei tohi oleneda selle kiiruse 
suunast, vaid ainult tema absoluutväärtusest. 
Kui me räägime ainult kiiruste absoluutväärtustest, siis 
võime öelda, et süsteemi K1 kiirus süsteemi К suhtes on 
sama suur kui süsteemi К kiirus süsteemi K' suhtes. Järe­
likult võime kirjutada 
d$' = acte, (2.68) 
kus vÕrdetegur CL on sama mis valemis (2.67). Asendus vii­
masest valemist valemisse (2.67) annab 
ds = ctxtiU, 
millest järgneb 
Л = i 1 . 
Erijuhul, kui inertsiaalsüsteem K* süsteemi К suhtes ei 
liigu, peab loomulikult blema di' s cl$ . Siit järgneb, et 
meile sobib ainult lahend Ct = +i ja valemid (2.67) ning 
(2.68) võtavad kuju 
d$' = dl . (2.69) 
lfäeme, et ka lõpmata väikesed intervallid on kõigis inertsi­
aalsüsteemides võrdsed. Kuid siis peavad olema võrdsed ka 
suured intervallid, sest suure intervalli võime alati saada 
lõpmata väikeste intervallide summeerimise teel: 
б' - i või 
j'4 = s*. (2.70) 
Näeme, et üleminekud inert s iaalsüst eemide vahel peavad toimu­
ma nii, et sündmustevahelised intervallid jäävad muutumatuks. 
Teisendusvalemid, mis kirjeldavad üleminekut ühest inertsiaal-
süsteemist teise, peavad olema niisugused, et intervall on 
nende invariandiks. 
Eelöeldust on näha, et intervall hakkab järgnevas teoo­
rias suurt osa mängima. Seepärast on otstarbekohane tema aval­
dis kompaktsemal kujul üles kirjutada. Selleks modifitseerime 
sündmuste ruumi koordinaatide tähendust nii, et meetrilise 
maatriksi (2.62) asemele tuleks ühikmaatriks. 
Buumi, mille meetrikat kirjeldab maatriks (2.62), nime­
tatakse pseudoeükleidilise meetrikaga ruumiks (pseudoeuklei-
_ diliseks ruumiks). Et muuta see ruum formaalselt eukleidili-
se meetrikaga ruumiks, defineerime ajakoordinaadi asemele 
uue pikkuse dimensiooniga koordinaadi 
= L e t  :  
Intervalli ruut C2.63) avaldub siis 









Fikseerime edaspidiseks järgmised reeglidï 
1) Kui ühes liikmes esineb kahekordne kreeka tähega 
margitud indeks, siis tähendab see alati summeerimist üle 
selle indeksi väärtuste 1, 2, 3, 4. 
2) Ühekordne kreeka tähega märgitud indeks omandab sõl­
tumatult väärtusi 1, 2, 3, 4. 
Neid reegleid silmas pidades saame intervalli ruudu 
avaldise kirjutada lühidalt 
j* = x-,x„ . (2-71) 
Intervalli ruut avaldub formaalselt samal kujul kui harili­
ku ruumilise pikkuse ruut. Erinevus on ainult neljandas täi­
endavas koordinaadis, mis on puhtimaginaarne suurus. 
Ruumi, mille vektorite komponentideks on kolm reaalset 
ruumiko о r dinaat i da neljas puht imaginaar­
ne aj akoordinaat Хц , nimetatakse Minkowski ruumiks. See 
on erijuht üldisest 4—dimensioonilisest komplekssest ruumist. 
Seepärast on meil otstarbekohane vaadata kõigepealt 4-dimen-
sioonilise kompleksse ruumi teisendusi, mis jätavad "pikku­
se" invariantseks. 
§8. 4- d i m e n s i o o n i l i s e  k o m p l e k s s e  
r u u m i  o r t o g o n a a l t e i s e n d u s t e  
r ü h m .  
Vaatame 4-dimensioonilist kompleksset ruumi, mille vek­
torite komponente tähistame ja mille meetrika olgu mää­
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11.  
ratud ruutvormiga 36^26^ . ülesandeks on nüüd leida teisen­
dused 
<;sQl Л , (2.72) 
a>)6*6 » 
mis ei muuda selle ruumi meetrikat, s. o. täidavad tingimust 
» *>» ац . 
ülesanne, mille me seadsime , langeb formaalselt kokku 
käesoleva peatüki esimeses punktis lahendatud ülesandega. Ai­
nukeseks mitteoluliseks erinevuseks on see, et ladina tähega 
märgitud indeks vektori komponendi juures on igal pool asenda­
tud kreeka tähega. Järelikult on kõik eespool saadud tulemu­
sed ka antud juhul kehtivad. Refereerime neid lühidalt: 
Meetri ka invariantsuse tingimusest (2.72) saame ortogo-
naalause-seosed teisendusmaatriksi elementide j^oks: 
^6 = dôç , (2.73) 
või teisiti 
&6ç<4ç = ^6* * (2.74) 
Viimaste seoste tuletamisel kasutasime teisenduse (2.71) 
pöördteisendust 
#6 5 at6 #4 • (2.75) 
Edasi järgneb valemist (2.73)» et teisendusmaatriksi 
determinant on 
det А = ± 1 » (2.76) 
Teisendused ^A^J ( cUt A^ г+"1 ) moodustavad rühma , 
mida nimetatakse 4—dimensioonilise kompleksse ruumi omatei-
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s endos te (v3i pöörete) rühmaks. Teisendused | AWJ 
( cJet A î_ 1 ) rühma ei moodusta. Küll aga moodustavad 
rühma teisendused |A , A |• Seda rühma nimetatakse 4—di— 
mensioonilise kompleks s e ruumi ortogonaalteisenduste rühmaks 
ja tähistatakse Оц . 
Maatriksid А*^ võib avaldada 
А
<ш> « PAW , (2.77) 
kus P on näiteks maatriks 
(-1 0 0 0\ 0  -i о 0 \  0 0-10 • (2-78) 0  0  0  1 /  
Kuna teisendus P teisendustega A ei kommuteeru, siis 
rühma 0^ sobivalt valitud peegelduste rühma ja rühma 0*» 
otsekorrutisena avaldada ei saa, s. o. seosele ($.17) ana­
loogilist seost antud juhul ei ole. 
Teisendusvalem (2.71) on määratud 16 kompleksse para­
meetriga СЦз , millede vahel on 10 ortogonaalsuse-normee-
rituse seost (2.73). Siit järgneb, et rühm O^p on määratud 
6 sõltumatu kompleksse parameetriga. 
Et opereerida ainult sõltumatute parameetritega, on ka­
sulik vaadata jälle infinitesimaalteisendusi 
t  1 1 1  ( 2 . 7 9 )  
kus meetrika invariantsuse tingimuse (2»72) järeldusena 
6i6 =-5б>> • С2-80) 
Analoogiliselt sellele, nagu on tehtud käesoleva pea­
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tüki punktis 3, saame näidata, et rühma kui iseenda esituse 
infinitesimaaloperaatorid rahuldavad võrrandit 
f t , « =  e *  ,  ( 2 - 8 1 )  
kus ülemised indeksid infinitesimaaloperaatori juures nummer-
davad tema ridu ja veerge. Võrrandi (2.81) lahendiks on 
-<*?»<%? • (2-82) 
Oma elementide kaudu väljakirjutatuna avalduvad need infini-
tesimaaloperaatorid järgmiselt: 







0 0 1 о! 7 -1 







0 - 1 0 0  1 о о о 
0 0 0 \о 0  0  O l  1 \0 о б о /  
(2.83) 
314 = 
0  0  0 \  /0 0 0 0' 
0 0 1 H Jo о о 0 
о о o r Ъч' 0 0 о ± 
- l o  о /  V o  ô - i  o ;  
Kasutades infinitesimaaloperaatori avaldist (2.82) on 
kerge kontrollida,- et 
3jMvj + 4 ^2/^ "^^.(2.84) 
Sellega ongi rühma 0 p^ struktuurikonstandid määratud (vt. 
(1.5D). 
Toome maatriksite Jqg asemele sisse uued maatriksid 
2
"i(le*eh.3fw * Jkj » (2.85) 






on täielikult antisümmeetriline Levi-Cività 
sümbol, mis defineeritakse omadustega 
(+ 1 kui kB»vi on arvude 123 paaris permutatsioon, - 1 kui kCw on arvude 123 paaritu permutatsioon, 0 kui kaks või rohkem indeksit on võrdsed. 
Kasutades vahetuseeskirju (2.84) saab näidata, et ope­
raatorite vahel kehtivad järgmised komma-
tatsiooniseosed: 
[jr, ГН«е_Г, 
[jr, JL-)J = lei.M 3« , (2.86) 
Operaatorid omavahel ja operaatorid J k omavahel ra­
huldavad tegelikult neidsamu kommutatsioonieeskirju (2.33) 
mis kolmedimensioonilise ruumi pöörete rühma infinitesimaal-
operaatoridki. Operaatoritega kommuteeruvad operaatorid 
r* • 
Eeskirjadest (2.86) järgneb, et operaatorid 
Jt+J*" _ yC*J ~tL+) w * ' (2.8?) 
Г/о) «#<-> 
kommuteeruvad kõigi operaatoritega jK да L . 
Muidugi kommuteeruvad nad siis ka ja J* *; line-
Operaatorid J да / 
on seega rühma 0 p^ invariantideks. Sama rühma invarianti-
deks on siis ka * ja lineaarkombinatsioonid, muu­
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hulgas operaatorid 
J J X » (2.88) 
" JW + 3° a ц  6«^V6 , 
kus ®^vtf on neljadimensiooniline täielikult antis ümmeet-
riline Levi-Cività sümbol: 
!
+ 1 kui on arvude 1234 paaris permutatsioon, 
- 1 kui «tykvd on arvude 1234 paaritu permutatsioon, 
0 kui kaks või rohkem indeksit on võrdsed. 
§9. Rühma 0^ alamrühmi . 
L o r e n t z i  r ü h m .  
Loetleme mõningaid 4-dimensioonilise kompleksse ruumi 
ortogonaalteisenduste rühma 04 alamrühmi. Nendeks on: 
1) 4-dimensioonilise kompleksse ruumi omateisenduste 
rühm O^p . 
2) 4-dimensioonilise reaalse ruumi ortogonaalteisendus­
te rühm Ы
н t mille moodustavad reaalsete elementidega 4-
realised ruutmaatriksid, mis rahuldavad ortogonaalsuse-seo-
seid (2.73). 
3) 4-dimensioonilise reaalse ruumi omateisenduste rühm 
Д/цр , mis on ühtlasi alamrühmaks ka rühmadele 0ц
р 
ja /V4 . 
Siia kuuluvad rühma need teisendused, millede determi­
nant on + 1 . 
4) 3-dimensioonilise kompleksse ruumi ortogonaalteisen­
duste rühm 0$ . Selle rühma moodustavad komplekssete ele-
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mentidega 3—realised ruutmaatriks id, mis rahuldavad ortogo-
naalsuse-seoseid (2.7). 
5) 3-dimensioonilise kompleksse ruumi omateisenduste 
rühm Одр , mis on a] ammihmaks ka rühmadele <94> ja 0a . 
Siia kuuluvad rühma 0S need teisendused, millede determi­
nant on • 1 . * 
6) 3-dimensioonilise reaalse ruumi ortogonaalteisendus-
te rühm A3 , mida me uurisime käesoleva peatüki punktis 
nr. 1. Peale Оц on see rühm veel alamrühmaks rühmadele 
N H  ja Oj • 
7) 3-dimensioonilise reaalse ruumi omateisenduste rühm 
/Vfcp , mida me samuti uurisime käesoleva peatüki esimestes 
punktides. Peale Оц on see rühm alamrühmaks veel rühmade­
le Оцр , NH , NHp , 0i , O3P , /V, . 
Rakenduslikust seisukohast on rühma Q, üheks olulise­
maks alamrühmaks Minkowski ruumi ortogonaalteisenduste rühm 
h , mida nimetatakse ka üldiseks homogeenseks Lorentzi rüh­
maks. Näitame, et Minkowski ruumi ortogonaaltelsendused tõe­
poolest rühma moodustavad. 
Minkowski ruumiks me nimetasime ruumi, mille vektorite 
kolm esimest komponenti on reaalsed ja neljas komponent puht-
imaginaarne: XK , X4=ict. Et see omadus jääks ka pärast 
koordinaatide teisendamist 
= C<„g X6 , (2.89) 
peavad olema: 
(XIK re aalarvud, 





Minkowski ruumi kui 4-dimensioonilise kompleksse ruumi eri-
juhu teisendusmaatriksi elemendid peavad peale ortogonaalsu-
se—seoste (2.73) rahuldama veel reaalsuse—imaginaarsus et ing-
gimusi (2.9O). Veendume nüüd selles, et homogeensed lineaar-
teisendused, mis on rühma teisenduste hulgast tingimus 
tega (2,90) eraldatud, moodustavad rühma. 
1° Olgu kaks teisendust 
~ Q-ve xe t 
* ^ AV * V 1 
kus kordajad 0.^$ ja rahuldavad tingimusi (2.90). 
Nende teisenduste järjestikune rakendamine annab 
kus 9 
^Лб 5 û-vd. 





4 in da on imaginaarsed. 
Beaalsuse-imaginaarsusetingimusi (2.90) rahuldavate teisen­
duste korrutamine annab jälle neid tingimusi rahuldava tei­
senduse. Minkowski ruumi teisendustel (2.89) on rühmaomadus. 
2° Minkowski ruumi teisenduste (2.89) hulgas on ka 
ühikteisendus, mis rahuldab tingimusi (2.90). 
3° Ortogonaalsuse-seostest (2.73) on näha, et teisen­
dusmaatriksi A pöördmaatriksi saame, kui transponeerime 
maatriksit A î A1 5 Ä • Seega ka maatriks A1 rahuldab 
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tingimusi (2.90) ja kuulub uuritavasse hulka. 
Minkowski ruumi teisendused (2.89) moodustavad rühma, 
mida nimetatakse üldiseks homogeenseks Lorentzi rühmaks ja 
tähistatakse /.j . Sea rühm on я1 ятт-йУпвяТтя rühmale Оц . 
Eelmises punktis, kus me uurisime rühma 04 , ei tei­
nud me kusagil kitsendavaid eeldusi selle kohta, kas teisen­
dusmaatriksi elemendid on reaalsed või imaginaarsed; lugesi­
me neid üldjuhul kompleksarvudeks. Järelikult kehtib kogu 
selle punkti sisu ka Lorentzi teisenduste korral, mis on mää­
ratud kitsendavate tingimustega (2.90). 
Niisiis, Lorentzi teisenduse (2.89) maatriksi elemendid 
QV£ rahuldavad ortogonaalsuse-seoseid (2.73)» samuti nende­
ga ekvivalentseid seoseid (2.74). Üldise Lorentzi rühma kor­
ral on teisendusmaatriksi determinant 
det A =*1 • ' (2-91) 
Need teisendused, kus teisendusmaatriksi determinant on + 1, 
moodustavad üldise Lorentzi rühma alamrühma Lip » mida ni­
metatakse Lorentzi omarühmaks. 
Lorentzi omarühma infinitesimaalteisendused on antud 
valemitega (2.79) ja (2.80), infinitesimaaloperaatorid vale­
miga (2.82). Infinitesimaaloperaatoritevahelised kommutatsi-
oonieeskirjad (2.84) ja rühma invariandid (2.87) (ning 
(2.88)^ on samuti rühmadele Оцр ja bp ühised. 
12. 
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§ 10. Üldise homogeense Lorentzi 
r ü h m a  s t r u k t u u r .  
Nägime juba, et üldine Lorentzi rühm jaguneb kahte alam-
hulka: 
{At+)j kus dei AUJ =*1 
(2.92) 
ja I Al 'J- kus A'') ~ 1 . 
Ortogonaalsuse-seostest (2.73) saame veel täiendava tingimu­




on puht imiginaararvud, siis võime viimase seose 
kirjutada 
ai, » l >laHl|c.t4l , 
kus Jûk4| on CtK4 moodul, s. o. positiivne arv. Järeli­
kult 
О ЦЦ 
millest nähtub, et on kaks võimalust: 
0.4ii > + 





Üldise Lorentzi rühma saame seega nelja alamhulka jaotada: 
1) Teisendused, kus cfeiA=+l , 0t44>+l : { A* 
2) Teisendused, kus det А « - 1 , 04„ ~&+l , 
3) Teisendused, kus det A *"i . Q«,«, ^*1, 
4) Teisendused, kus diet  A -  4  1 ,  Q 4 4  é' i  • 
Esimesse nendest alamhulkadest kuulub ühikteisendus ja 
inriniresimaalteisendused. See alamhulk moodustab rühma, nn. 
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Lorentzi omarühma, mida tähistame Jj või | • 
Teine alamhulk rühma ei moodusta, sest ühikelementi 
siin ei ole. Tüüpiliseks teisenduseks selles alamhulgas on 
ruumikoordinaatide peegeldus, mida kirjeldab operaator 
(2.94) 
Selle alamhulga elementideks on korrutised jfrA'^], kus 
Д
С+) tähistab Lorentzi omarühma elemente. Hulk A<+)| 
moodustab rühma, mida nimetatakse täielikuks Lorentzi rüh­
maks. 
Ka kolmas alamhulk ei moodusta rühma. Tüüpiliseks tei­
senduseks on siin ajakoordinaadi peegeldus, mida kirjeldab 
operaator 
(4 0 0 0\ 0 1 0.0 \ 0 0 1 0 J ' (2-95) 0 0 0 -1/ 
Sexlle alamhulga elementideks on korrutised j Pt A j . 
Neljanda alamhulga tüüpiliseks elemendiks on 
(2.96) 
mis kirjeldab kõigi telgede peegeldamist Minkowski ruumis. 
Neljanda alamhulga kõik elemendid avalduvad korrutistena 
PAt4). Hulk jPA^j rühma ei moodusta, sest siin puudub 
ühikelement. Küll aga moodustab rühma hulk 
- 91 -
L ={A"J PrAw',PlA"'PA'"} , <2"97) 
mis ongi üldine homogeenne Lorentzi rühm. 
Peegeldusoperaatorld Pr » Pt » P koos ühlkmaat-
riksiga moodustavad rühma: 
G':={i,pr,pt,p}. (2.98) 
r lk)  
On näha, et rühma |j iga element avaldub rühmade « s ja 
Lp elementide korrutisena. Et aga rühmade G У ja 
Lip elemendid omavahel ei kommuteeru, siis ei saa me öelda, 
et rühm Ь avalduks rühmade ja Lp otsekorrutisena. 
Lõpuks veel paar sõna Lorentzi rühma alamrühmadest. 
On näha, et erikujulised teisendused 
^1» 0 
[ 0« Ott 0 
<*31 Qit 0 
V 0 0 0 1 
(2.99) 
moodustavad rühma. Niisuguste teisenduste mõjul Minkowski 
ruumi vektorid teisenevad 
Xi , 
' (2.100) 
X4 * У-Ч ) 
kusjuures ortogonaalsusetingimused (2.73) võtavad kuju 
• (2.w) 
s. о. langevad ühte tingimustega (2.7). Teisendused <2.99) 
koos ortogonaalsusetingimustega (2.101) moodustavad kolme-
dimensioonilise ruumi ortogonaalteisenduste rühma /Vj , 
mis on täieliku Lorentzi rühma alamrühmaks. 
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J A  
Teisendused, mis on kujuga 
j i 0 Q û 
Ol О О \ (2,102) 
О 0 Ûj3 Qjn 
\ о о а
Ч1 Q,, 
ja rahuldavad ortogonaalsuse-seoseid (2.73) ning tingimusi 
(2» 90), moodustavad samuti rühma. Seda rühma nimetatakse spet­
siaalseks Lorentzi rühmaks..Selle rühma teisendused jätavad 
Minkowski ruumi vektorite kaks esimest komponenti muutuma­
tuks; teisendus toimub - tasandil. Üldisekujulise Lo­
rentzi teisenduse saab alati avaldada spetsiaalse Lorentzi 
teisenduse (2.102) ja ruumikoordinaadi s tiku ortogonaaltsi­
senduse (2.99) korrutisena.'Et viimane teisendus on juba sa­
mu tuntud ja midagi uut ei anna, siis peavad kõik üldiseku-
julisest Lorentzi rühmast tulenevad füüsikalised järeldused 
sisalduma juba spetsiaalses Lorentzi rühmas. Viimase rühma 
uuri.mi.sele ongi pühendatud järgmine peatükk. 
Märgime veel, et Galilei teisendused ei ole Lorentzi 
rühma alamrühmaks. Tõepoolest, kui me kirjutaae Galilei tei­
sendustele (2.58) vastava maatriksi Minkowski ruumi koordi­
naatide jaoks, siis saame 
(2.103) 
On näha, et see maatriks ortogonaalsuse-seoseid (2.73) ei 
rahulda, millest järgnebki, et Galilei rühm Lorentzi rühma 
alamrühmaks olla ei saa. 
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§ 11. Minkowski ruumi nihete 
r ü h m a s t  j a  m i t t e h o m o g e e n s e s t _  
L o r e n t z i  r ü h m a s t  .  
\ 
Teisendused 
X'M =XH + Qh , (2.104) 
mis kirjeldavad koordinaadistiku alguspunkti nihet Minkowski 
ruumis, moodustavad Abeli rühma. Vaatame selle rühma lõpmata 
väikesi teisendusi 
(2-105) 
Käsitledes nihete rühma kui iseenda esitust, võime valemi 
(1.46) eeskujul kirjutada 
X'p * Ev^ UfjXç, (2.106) 
kus I£v ! <k 4 on lõpmata väiKest nihet määravad parameetrid 
ja Z/v on infinitesimaaloperaatorid (ülemised indeksid in-
finitesimaaloperaatori juures nummerdavad maatriksi ridu ja 
veerge). 
Et on tegemist Abeli rühmaga, peavad kõik infinitesi-
maaloperaatorid omavahel kommuteeruma: 
i Зб] z 0 • (2.107) 
Järelikult võivad need operaatorid kõik üheaegselt diago-
naalkujus olla, mis teiste sõnadega tähendab seda, et inva-
riantseteks alamruumideks on kõik ühedimensioonilised alam-
ruumid. Operaatorite <7y taandumatuks esituseks on üherea­
line esitus, s. o. need operaatorid ei ole maatriksid, vaid 
harilikud arvud. 
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Et määrata operaatorite Öy võimalikku kuju, võrdleme 
valemeid (2.105) ja (2.106). See annab 
6* Dv9 *$> = fH . (2.108) 
Saadud võrrandi lahendiks on 
. (2.109) 
või kui piirduda ainult üherealise taandumatu esitusega 
^ h  •  (2И10) 
Ruumis, kus mõjuvad operaatorid , on antud ka Lo­
rentzi omarühma esitus. Et leida seda, kirjutame võrrandi 
, (2.81) kujul 
X» =eh<x» . (гни) 
Saadud võrrandi lahendiks on 
X« = [x« 3S - xf4-) • 9xf 
Piirdudes üherealise taandumatu esitusega, saame Lorentzi 
omarühma infinitesimaaloperaatorid kujul 
•"•яг,"*' h- (2'112) 
On lihtne kontrollida, et saadud operaatorid rahuldavad va-
hetuseeskirju (2.84), nagu see peabki olema. Pöörete rühma 
ja nihete rühma infinitesimaaloperaatoritevahelised kommu-
tatsiooniseosed tulevad 
[3,6 Д] • (2.113) 
Nüüd veel mõni sõna mittehomogeensest Lorentzi rühmast, 
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•iile moodustavad, teisendused 
*V a &-»6 ^ 6 * * (2.114) 
Selle rühma elemendid v5ib saada homogeense Lorentzi teisen­
duse ja 4-dimensioonilise koordinaadistiku nihke järjestiku­
se rakendamise tulemusena. Et need teisendused aga omavahel 
ei kommuteeru, sellest tekib terve rida komplikatsioone mitte-
homogeense Lorentzi rühma ja tema esituste uurimlsel. Muuhul­
gas on valemist (2.113) näha, et nihete rühma inf inltesl. maal -
operaatorid pöörete rühma infinit es imaaloperaatoritega 
,jçg ei kommuteeru. See tähendab, et homogeense rühma invari­
andid (2.88) mittehomogeensele rühmale invariantideks ei ole. 
Mittehomogeense rühma invariantideks tulevad hoopis suurused 
mis oluliselt erinevad homogeense rühma invariantidest. 
Hiljem näeme, et mittehomogeense rühma invariantide füü­
sikaline mõte on selgem kui homogeense rühma invariantidel. 
See näib olevat viiteks, et tegelikult tuleks füüsikalistes 
rakendustee kasutada eelkõige mittehomogeenset Lorentzi rüh­
ma. Et see viib aga tublisti tülikamatele arvutustele, siis 
on seda seni võrdlemisi vähe tehtud. Harilikult uuritakse ik­
ka homogeenset rühma eraldi ja nihete rühma eraldi. Viimast 






§ 12» Duaalne suurus anti. süm­
m e e t r i l i s e l e  s u u r u s e l e .  
Olgu antud mingisugune oma Indeksite suhtes antisümmeet­
riline suurus Cl** (see võib olla näit. maatriks või ten­
sor): 
CL,« 0.dv . . (2.117) 
Suurusele СЦ^. duaalseks nimetame suurust , mille 
defineerime 
2 °"ÎA • (2.118) 
on siin § 8 lõpus määratud täielikult antisümmeetrili-
ne Levi-(SKtà sümbol. On lihtne veenduda, et CL® ^  komponen­
tideks on ClVß komponendid, ainult teises järjekorras võetu­
na: 
(Xn 





< " • -С (Х1Ч z ам , (2.119) 
<4 3 ^ 14 » (XiH 8 6,1. г 







3 û.fky f (2.121) 
siis nimetame antisümmeetrilist suurust- iseendale du­
aalseks või lühemalt iseduaalseks suuruseks. 
Kui 
л» л (2.122) 
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13. 
siis nimetame antisümmeetrilist suurust anti—iseduaalseks 
suuruseks. 
Antisümmeetrilisel suurusel on kuus sõltumatut 
komponenti, lseduaalsuse tingimus (2.121) annab nende kompo­
nentide vahel veel kolm seost. Seega on iseduaalsel antisüm­
meetrilisel suurusel ainult kolm sõltumatut: komponenti. Ana­
loogiliselt on kolm sõltumatut komponenti ka anti-iseduaal-
sel antisümmeetrilisel suurusel. 
Antisümmeetrilise suuruse saab alati lahutada iseduaal-
se ja anti-iseduaalse suuruse summaks. Tõepoolest, alati 
võib kirjutada 
V ' a»« * a"« * ü»< , Чг.123) 
kus 
1 ( * 0.  V6) , 
a';> 4(ü 1 6  - <x' e )  
on vastavalt iseduaalne ja anti-iseduaalne suurus. 
Vaatame näiteks 4-dimensioonilise kompleksse ruumi li­
ne aarteisenduste hulka. Nende lineaarteisenduste seas on 
iseduaalsed antisümmeetrilised maatriksid 
H = , (2.124) 
kus p> » у » cf tähistavad meelevaldseid kompleks-
arve. Iseduaalsete maatriksite hulk korrutamise suhtes kin­











kus «<. olgu samuti kompleksarv, mis koos arvudega jS , 
у , (/ rahuldab tingimust 
cf^i . (2.126) 
Viimane tingimus ütleb, et maatriksid К kuuluvad ortogo-
naalmaatriksite hulka (nende maatriksite read, samuti veerud, 
moodustavad ortonormeeritud süsteemi). 
Lihtne on veenduda, et maatriksite hulk ^ К} moodus­
tab rühma, mis on rühmale Oi, alamrühmaks. 
Analoogiliselt saame moodustada maatriksid 
R = 
X' -y '  - f !  
./ *' f -r' 
Г У 
(2.127) 
\ f  Г'  * '  * '> 
mis avalduvad skalaarse maatriksi ja anti-iseduaalse maat­
riksi summana. Kui nõuda, et kompleksarvud et' , Ц>' , у»' , 
(/' rahuldaksid tingimust 
d'* * f'X * <t'X* 1, (2.128) 
siis moodustab ka maatriksite hulk j R j rühma, mis on samu-
ti rühmale alamrühmaks. 
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§ 13. Omarühcade lahutamine 
t e g u r i t e k s  .  
Näitame kõigepealt, et omarühma O^p mistahes elemen­
ti saab avaldada maatriksite К (vt. (2.125)) ja R (vt. 
(2,127)) korrutisena, kusjuures see teguriteks lahutamine on 
fîhftnft kuni teguri — 1 täpsuseni, mis peab olema ühesugune 
mõlema maatriksi ees. 
Vaatame kõigepealt infinitesimaalteisenduste juhtu. 
Rühma Оцр infinitesimaalteisenduse Д A elemendid 
Д on valemi (2.79) kohaselt 
Д (Xv* - * 6v<f , (2.129) 
kus 6-)б on antisümmeetriline suurus. Reegli (2.123) järgi 
saame lahutada iseduaalse ja anti-iseduaalse osa sum­
maks i 
£16 * * e"» . . (.2.130) 
Valemi (,2.129) asemel saame siis 
a *  ^ « # 6  4  a l ^ y  * £ v $ ) ( ^ s e  ( 2 . 1 3 1  )  
või ka 
û&,6 *(<?*, • • £$#) • (2.131a) 
Kõrgemat järku lõpmata väikesed liikmed oleme seejuures nul­
liks lugenud. Tegur (<£»£ * £ ^  ) pole midagi muud kui rühma 
kuuluv infinitesimaalteisendus, mida tähistame û К . 
Tegur *6^) on infinitesimaalteisenduseks rühmas |Rj 
ja teda tähistame дК . Valemite (2.131) ja (2.131a) ase­
mel saame nüüd 
д А
а
д К д К
г
д Р . д К .  ( 2 . 1 3 2 )  
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Infinitesimaalteisendusi д К ja д R saab alati nii vali­
da, et nende korrutis яппяУ« rühma Ф<р infinitesimaaltei-
senduse Д А . Rühma 0«|p lõpliku teisenduse A saab 
inf initeslmaalteisenduste järjestikuse rakendamise teel, mi­
da sümboolselt kirjutame 
А = ТГд А . (2.133) 
Võttes arvesse valemit (2.132), saame siit kohe 
A-TTUR aK) =(ÏÏ4R)(ÏÏ 6K) = RK. (2.134) 
Rühma 0(,p iga element on avaldatav rühmade |KJ ja {R} 
elementide korrutisena. Peale selle on lihtne kontrollida, 
et maatriksid 
К kommuteeruvad maatriksitega R : 
KR - RK = 0. (2.135) 
Eelöeldust järgneb, et rühm 0
Цэ 
avaldub rühmade -j KJ ja 
j Rj otsekorrutisena: 
Oi,pa{K}*{R} . (2.136) 
Et tegurite К ja R ees korrutises (2.134) võib üheaeg­
selt olla kordaja - 1 , siis annab rühmade <jK| ja  R j 
otsekorrutis rühma 0
р^ 
tegelikult kahekordselt. Kui me 
oleksime päris täpsed, siis tuleks öelda, et rühm Оцр on 
otsekorrutise {K|xjR| homomorfseks kujutiseks. Käesole­
vas pole niisugune täpsus aga vajalik. Me kirjutame valemis 
(2.136) ja edaspidi ka teistes temaga analoogilistes valemi­
tes võrdusmärgi, kusjuures peame alati silmas, et võrduse 
paremal pool on korrutatavad rühmad määratud üheaegse kor­
daja - 1 täpsusega. 
Teostame nüüd maatriksi 
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о 1 -1 О \ 
T-_L. I 0 1 1 0 (2.137) 
VT \ "i 0 о i 
V 1  о  о  1  I  
abil maatriksitega (2.125) da (2.127) sarnasusteisenduse. 
Saame 
к '  = T w k-T-v*T -
Гч I Г\ I V it (2.138) 
R' * T*RT * I *W, 
kus I tähistab kaherealist iihikmaatriksit ja 
v J * * 1 '  ^ i j r ]  ^ i r \ )  
jL- idJ'  л'  *  iâ' j  ( 2 Л 3 9 )  
Pärast sarnasust eis endust avaldub rühma 0<,p iga element 
A nüüd korrutisena 
A' = K'R' = (У*1) (I *W) =V* W (2.140) 
Lihtne on kontrollida, et tänu tingimustele (2.126) 
(2.128) osutuvad maatriksid V ja V\A unimodulaarseteks: 
dei V = 1, olet W = 1. (2.141) 
Kahedimensioonilised unimodulaarmaatriksid moodustavad rüh­
ma, mida tähistame . Valemi (2.136) asemel võime nüüd 
kirjutada 
Оцр = CA * . (2.142) 
Et rühma elementi määravad parameetrid teguris Сд, ei sõl­
tu samade parameetrite väärtustest teguris CL « seda ole-
* 
me rõhutanud tähisega "prim" teise teguri juures. 
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Silmas pidades К ja R avaldisi (2.125) ja (2.127) 
arvutame välja korrutise А * KR : 
- 66 -JJ > (ф' -jj.% Sp-fd+fJ' ^'\ 
W' 
K'/u'.-tW *,-w,-nr,*Afl -ггН'Л*^!  
\-f>* 4f6'-ÖT+*ß>' У'7*,4<У*^' Н'тТ?а**'*Л? Aê.r*tfi+tf*ââl 
(2.143) 
Niisugune on rühma Оцр elemendi üldine kuju parameetrite 
•l , j* , . . . , et ' , |S* , . . . kaudu avaldatuna. 
Need parameetrid on üldiselt kompleksarvud, millede valikut 
kitsendavad ainult tingimused (2.126) ja (2.128). Kui me sea­
me parameetritele veel täiendavaid tingimusi, siis saame rüh­
ma O^p alamrühmad Lp » 0*p ja /Vip . Vaatame 
kõiki neid eraldi. 
1) Et maatriks (2.143) oleks rühma A/^p üldkujuliseks 
elemendiks, peavad kõik parameetrid л , js , . . . , 4.', 
, . . . olema reaalsed. Maatriksid V ja VV on sel 
juhul » 
/ a  g \  ;  /а '  ê '  \  
V = ( - 5  õ j  '  W s  ( - Г  c L ' )  '  U , 1 4 4 )  
kus 
CL5 oi * * Q- - et -id } 
g«|4-ijr, <'• A'"'/'-
Teiste sõnadega : maatriksid ja W on unitaarmaatrik— 
sid, mis moodustavad rühma alamrühma. Tähistame seda 
teist järku unitaarmaatriksite rühma 14^ . Valemi (2.142) 
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aseael saame antud juhul 
Ai,,» U t * U l .  (2.145) 
2) St rahuldada reaalsuse-imaginaarsuse tingimusi 
(2.90) rühma Lp korral, peame võtma valemis (2.143): 
eL>=<Z> fb' - jš , 6'^  J.  (2.146) 
Sel juhul ei ole maatriksid V ja W enam sõltumatud, 
vaid maatriksi W elemendid saame, kui võtame maatriksi 
V elementidest kaaskompleksid. Valemi (2.142) asemel saa­
me siis 
I«, , (2.147) 
kus Cx tähistab rühma, mille elementideks on rühma 
elementidega võrreldes kaaskomplekssete elementidega maat­
riksid. 
Võrdus (2.147) ütleb, et me saame rühma igale ele­
mendile vastavusse seada rühma Lp kindla elemendi. Ja 
vastupidi: rühma igale elemendile saame vastavusse sea­
d a  k a k s  r ü h m a  Cx elementi, mis erinevad teineteisest 
märgi poolest. Seega võime öelda, et rühm Lp on rühma C2 
homomorfseks kujutuseks: 
—"Lp • <2-1ад> 
3) Et saada rühma üldist elementi, tuleb võtta ^  
valemis (2.143) 
сс'зи, ûf'-cf. (2.149) 
Maatriksid V ja W tulevad jällegi sõltuvad; 
W = ZVZ* , (2.150) 
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kus 
с -;) • 
03p ' С. X G. . (2.151) 
Valemi (2.142) asemel saame siis 
V 
kus Ct tahistab rühma, mille elemendid on saadud rühma Од^ 
elementidest sarnasusteisenduse (2.150) teel. Valem (2.151) 
ütleb, et rühma igale elemendile saame üheselt vasta­
vusse seada itihma 0$p elemendi, samal ajal aga rühma Ojp 
igale elemendile saame vastavusse seada kaks rühma G* ele­
menti, mis erinevad teineteisest märgi poolest. Ka rühm 
on rühma 
Сд homomorfseks kujutuseks: 
C t  rOjp. (2.152) 
Valemitest (2.14Ö) ja (2.152) ning eeltoodud arutlustest 
järgneb, et rühmad Ojp ja kip on isomorfsed: 
0ap *—•Up . . (2.153) 
4) Et saada rühma A£p üldist elementi, tuleb võtta va­
lemis (2.143) 
ji'=ys, jr' = j ,  (2.154)-
ja oletada peale selle, et cC , Д , f ja â on reaal­
arvud. Maatriksid V ja W on sel juhul unitaarmaatriksid. 
Maatriksi W elemendid saame, kui võtame maatriksi V ele­
mentidest kaaskompleksid. Valemi (2.142) asemel tuleb siis 
5 IV » (2.155) 
kus tähistab unitaarmaatriksite rühma, mille elementi­




Valemist (.2.155) järgneb, et rühm 
momorfseks kujutuseks: 
«1—/V.». 
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SPETSIAALNE RELATIIVSUSTEOORIA. LAENG 
ELEKTROMAGNETILISES VÄLJAS. 
§1. Lorentzi teisendused 
k i t s a m a s  m õ t t e s  .  
Vaatame Lorentzi teisendusi kitsamas mõttes, s. o. tei­
sendusi (2.102), mis moodustavad spetsiaalse Lorentzi rühma 
10 0 0'  
M . lo  1 0. о 
* ' о о a,, a,, ' °*1) 
0 0 Oy Я, 
Need teisendused rahuldavad ortogonaalsuse-seoseid (2.74), 
mis antud juhul tulevad 
. 
+ ob * 1, 
< *a*w = 1 (3.2a) 
Q»<4»*Q3kQws0. °*2b) 
Et rahuldada viimast võrrandit ja reaalsuse-imaginaarsusetin— 
gimusi (2.90), võtame 
а,, * up, ( 3 i 3 )  
Q„ =<*, &*»"«•*Л» 
kus oC ja jb on reaalarvud, mis tulevad veel määrata. Võr­
randid (3.2a) annavad nende reaalarvude jaoks tingimused 
.6* - ei1/--!, 
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millest saame 
* s-** . ' (3.4) 
\!i- A1 
Vaadeldavad teisendused peavad erijuhuna sisaldama ka ühik-
teisendust, mille saame, kui võtame 
Need tingimused ütlevad, et miinusmärk valemis (3.4) ei sobi. 
dl - — 1 . (3.5) 
V4-I? 
Seega on spetsiaalsesse Lorentzi rühma kuuluvad teisendused 
kujuga 
\(S) 
0  0  0 
10 0 
1 i> I (3.6) 0 
VT? Vi-А1 
О -: lfr . -Л 
kus on mingi reaalarv, mis peab olema- vas-t:asel-
korral ei oleks teisendus (3.6) kooskõlas reaalsuse-imigi-
naarsusetingimustega (2.90). 
Ruumikoordinaadid Xk ja ajakoordinaat X4 muutuvad 
teisenduse (3.6) mõjul järgmiselt: 
xi *"i, 
= «1, 
*i —г ' » 
V 1- yi* 
- . 
V i - /J* 
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(3.7) 
Teeme nüüd kindlaks parameetri fb füüsikalise tähenduse. 
Olgu antud taustsüsteem K, milles aeg—ruumi punkti koor­
dinaate tähistame ja taustsüsteem K' , milles aeg-ruu-
ai punkti koordinaate tähistame x* . Olgu vaatleja taust­
süsteemi K' suhtes paigal, s. o. koordinaadid X*k valemi­
tes (3.7) loeme konstantseteks, siis dx^ = О , dx* = 0 , 
dXj - 0 . Võttes valemitest (3.7) diferentsiaalid, saame 
järelikult 
dxj = 0, » 0, 
(3.S) 
dx3 + ifbd *ц *0. 
Arvestades, et dx, * icdi, saame siit 
di *° ' dt dt (3.9) 
Saadud suurused pole aga midagi muud kui vaatleja kiiruse 
komponendid süsteemis К , või teiste sõnadega süsteemi K* 
kiiruse komponendid süsteemi К suhtes. On näha, et süs­
teem K' liigub süsteemi К kolmanda telje sihis. Tähis­
tame tema liikumise kiirust V . Siis saame 
V=C|i; /!>=•£• O.10; 
Parameeter Д näitab, mitmendiku osa valguse kiirusest 
moodustab süsteemi K' kiirus süsteemi К suhtes. Tingi­
musest järgneb siis kohe, et inertsiaalsüsteemide 
omavaheline kiirus ei saa olla suurem kui vaTguse kiirus. 
Teisendusvalemid (3.7) võime nüüd kirjutada 
X' - X 
*1 X1 > x/ - X, , (3.11)  
I .1 J jh-vt 1' - c* 1  




Saadud teisendused kannavad Lorentsi teisenduste niue. 
Saadud teisendusvaleaeid nimetatakse Lorentzi teisen­
dusteks või täpsemini Lorentzi teisendusteks kitsamas mõt­
tes. Need valemid kirjeldavad mingi sündmuse ruumi- ja aja-
koordinaatide muutumist üleminekul inertsiaalsüsteemist 
К 
inertsiaalsüsteemi К* , kusjuures süsteem K* liigub süs­
teemi К kolmanda telje positiivses suunas kiirusega V 
Erinevalt Galilei teisendustest muutub Lorentzi teisenduste 
korral ka ajakoordinaat. 
Vaatame lõpuks erijuhtu, kui inertsiaalsüsteemidevahe-
line kiirus on väga väike võrreldes valguse kiirusega,V«с • 
Teiste sõnadega: me võime lugeda valguse kiiruse lõpmata suu­
reks võrreldes inertsiaalsüsteemidevaheliste kiirustega. Pi3b> 
juhul С —• oo saame valemitest (3.11 ) 
*1 • *1, - vt, (3-12) 
<x = * i ,  i '  = t ,  
mis langevad ühte Galilei teisendustega (2,58) juhul, kui 
liikumine toimub ainult süsteemi К kolmanda telje suunas. 
Siit järeldub, et Galilei teisenduste abil võime kirjeldada 
üleminekuid ühest inertsiaalsüsteemist teise ainult sel ju­
hul, kui inertsiaalsüsteemide omavaheline kiirus on väga 
väike võrreldes valguse kiirusega. Suuremate kiiruste kor­
ral tuleb inertsiaalsüsteemidevahelisi üleminekuid kirjel­
dada Lorentzi teisenduste (3.11) abil. 
Piirileminek С —muudab alati Lorentzi teisendus­
tele tugineva relativistliku füüsika valemid mitterelativisb-
liku füüsika valemiteks, mis on kooskõlas Galilei teisendus­
tega. 
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§2. Üldkujul ise Lorentzi о m a -
r ü h m a  f ü ü s i k a l i s e s t  
i n t e r p r e t a t s i o o n i s t .  
Nägime, et spetsiaalne Lorentzi rühm, kuhu kuuluvad 
teisendused (3*1) (või mis on seesama - (3»6)), kirjeldab 
üleminekuid inertsiaalsüsteemist К inertsiaalsüsteemi K1 
juhul, kui süsteem K* liigub süsteemi К kolmanda ruumi-
telje suunas. Et saada teisendusi, mis kirjeldavad ülemine­
kuid inertsiaalsüsteemide vahel sel juhul, kui süsteem K' 
liigub süsteemis К meelevaldses suunas, tuleb teostada 
vektorite Xy ruumis ruumikoordinaadistiku. pööre, mis on 
antud teisendusmaatriksiga (2.99)î 




0 0 0 1 
(3.13) 
kusjuures 
^Lk ^ it ~ *cf. (3.14) 
Als) muu Spetsiaalsesse Lorentzi rühma kuuluvad teisendused 
tuvad siis reegli (1.12) kohaselt järgmiselt: 
A(ti —* A<6,=A14 A^ A*4*. (3.15) 
Kerge on näha, et teisendused A muudavad aeg-ruumi koor­
dinaate valemi (2.89) kohaselt, kusjuures kehtivad ka reaal 
Я11ЯА..1 magi nnflraiiflA-hj ngi miiHftfl (2.90) ja ortogonsalsusetingi— 
mused (2.73;. Bt c/etA^l, siis saame ka 
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det A"" = det A'4 det A'*1 det A'V = 1 аи6) 
Kõigest eelöeldust järgneb, et valemiga (3*15) antud teisen­
dused. kuuluvad Lorentzi omarühma Lp • Või teisiti öeldes: 
Lorentzi omarühm Lp sisaldab teisendusi, mis kirjeldavad 
üleminekuid inert s iaalsüst e emi de vahel sel juhul, kui üks 
inertsiaalsüsteem liigub teise suhtes meelevaldses suunas. 
Peale nende sisaldab Lp veel teisendusi, kus pärast ülemi­
nekut ühest inertsiaalsüsteemist teise on teostatud ruumi­
koordinaadistiku pööre. Rühma Lp kuuluva teisenduse üldine 
kuju on seega 
A = A WV\ ой?) 
kus A kirjeldab mingisugust ruumikoordinaadistiku pööret 
ja л on antud valemiga (3»15). 
§ 3 «  R e l a t i v i s t l i k  k i i r u s t e  
l i i t u m i s e  s e a d u s .  
Relativistliku kiiruste liitumise seaduse saame järel­
dusena spetsiaalsesse Lorentzi rühma kuuluvate teisenduste 
rühmaomadus est. / 
Olgu meil kolm taustsüsteemi К , К1 ja К" , kusjuu­
res teise süsteemi kiirus esimese suhtes olgu V ja kolman­
da süsteemi kiirus teise suhtes - Ц (oletame, et süsteemi­
de omavaheline liikumine toimub kolmanda ruumitelje sihis). 
Üleminekut esimesest inertsiaalsüsteemist teise kirjeldab 
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Üleminekut süsteemist К* süsteemi К" kirjeldab analoo­
giline teisendus 
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Nõudest, et teisendus AA kuuluks samuti spetsiaalsesse 
Lorentzi rühma, järgneb, et suurus W peab olema süsteemi 
KM kiirus süsteemi К suhtes. Valem (3.24) pole midagi 
muud kui Lorentzi teisendustest järelduv kiiruste liitumise 
seadus* nn. relativistlik kiiruste liitumise seadus. 
On näha, et väikeste kiiruste U ja V korral (või 
teiste sõnadega piir juhul С —• 00 ) läheb relativistlik kii­
ruste liitumise seadus (3.24) üle klassikalise mehhaanika 
kiiruste liitumise seaduseks (2.61). Väikesi kiirusi võime 
liita klassikalise valemi abil, sest relativistlik valem ei 
anna sel juhul klassikalisest valemist oluliselt erinevaid 
tulemusi. Suuremate kiiruste liitmiseks klassikaline valem 
aga enam ei kõlba, sest see annab tegelikkusest tunduvalt 
suuremad tulemused. Näiteks kiiruse 200 000 km/sek liitmi­
sel- teise sama suure kiirusega saame klassikalise valemi 
järgi 400 000 km/sek,, mis on tunduvalt suurem kui relati­
vistlikust valemist (3.24) järgnev Õige tulemus 276 900 
km/sek. 
Eriti huvitava tulemuse saame siis, kui võtame valemis 
(3.24) üheks liidetavatest kiirustest valguse kiiruse. Olgu 
näiteks U - С » Arvutus näitab, et siis tuleb ka resultee-
ruv kiirus W a С • Ükskõik missuguse kiiruse liitmisel 
valguse kiirusele saame alati jälle valguse kiiruse. See tu­
lemus annab piltliku seletuse valguse kiiruse konstantsuse 
printsiibile : valguse kiirus ei olene valgusallika ja mÕÕ-
teaparatuuri omavahelisest liikumisest. 
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Relativistlikust kiiruste liitumise seadusest on veel 
naha, et ükskõik, kui suured me võtame U ^ С ja V ^  С , 
tuleb resulteeruv kiirus ikka väiksem kui valguse kiirus : 
Valguse kiirus on kõige suurem võimalik ici i г»я 
looduses. 
§4. Omaaeg. 
Vaatame ühtlaselt ning sirgjooneliselt liikuvat materi­
aalset keha. Muutugu aja àt jooksul tema koordinaadid Д XK 
võrra. Moodustame selle keha neljadimensioonilise nihkevek-
tori (ДХ
К
, ДХ4 ) , kus ДХ
Ч 
3*сд à . Nihkevektorist omakorda 
moodustame intervalli ruudu 
d*X * ÛXV AXV * ДХ
К
Д X* -сг(дУХ . (3.25) 
oli on intervall kahe sündmuse vahel, mis seisnevad keha 
jõudmises teineteisest Д Xh võrra erinevatesse runmipunkti-
desse. 






= у'Ш)1 . (3.26) 
Intervalli ruudu avaldise võime seega kirjutada 
dix = (vx-c\)(aiJA . (3.27) 
Nimetusega materiaalne keha rõhutame seda, et tegemist ei 
ole valgussignaaliga, vaid kehaga, mis liigub valguse kiiru­
sest väiksema kiirusega: VС . Eelmisest valemist järgneb 
siis kohe, et materiaalse keha nihkevektorist moodustatud in­
tervalli ruut on negatiivne, dix< 0 . Materiaalse keha nihke-
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•ektor on ajasarпапе vektor. 
Läheme nüüd üle kehaga seotud taustsüsteemi. Selle süs­
teemi suhtes on keha paigal, s. o. keha nihkevektor on sel­
les süsteemis (Дх^ i Д Хц ) * kus д X*K « О da Д X^ =ЧсдТ . 
ДТ tähistab siin ajavahemikku, mis on mõõdetud kehaga seo­
tud taustsüsteemis (s. о» mida mõõdab keha suhtes liikumatu 
kell). Seda aega nimetatakse keha omaajaks. 
Et saada seost omaaja ja mingi teise taustsüsteemi aja 
дt vahe^, kirjutame üles intervalli ruudu avaldise kehaga 
seotud taustsüsteemis : 
di" =-С*(дZ)X . (3.28) 
Et aga intervall on invariant, s. о. tema väärtus on kõigis 
taustsüsteemides ühesugune, siis saame dSX avaldised 
(3.27) ja (3»28) võrrutada, millest järgneb 
az = ' (3'29) 
Valemist (3.28) saame omaaja avaldada ka intervalli kau­
du 
M = f V-oU1 . (3.30) 
Viimasest ilmneb, et omaaeg on invariant, sest tema avaldis 
koosneb ainult invariantidest С ja oli • 
Valemist (3*29) on näha, et дТ é . See tähendab, 
omaajas mõõdetud ajavahemik on üldiselt alati lühem kui aja­
vahemik samade sündmuste vahel mõõdetuna mingi teise taust­
süsteemi ajas. Keha omaaeg ja taustsüsteemi aeg on võrdsed 
ainult sel juhul, kui keha on taustsüsteemi suhtes liikumatu. 
Füüsikalised protsessid mingis kehas toimuvad alati sel-
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le keha omaaja järgi. Mõõtmisel saame kehas toimuvatest prot 
sessidest pildi laboratooriumiga seotud taustsüsteemi ajas. 
Kui keha laboratooriumi suhtes küllalt kiiresti liigub, siis 
kujuneb erinevus keha omaaja ja laboratooriumi aja vahel kül 
laltki suureks. Võtame ühe konkreetse näite« 
Elementaarosakeste hulgas on tuntud nn. —mesonid, 
mis pärast tekki ml st 2.10""^ sekundi pärast lagunevad elekt­
roniks ja neutriinodeks. fc -mesoni eluiga on määratud tema 
omaajas. Sama mesoni eluiga laboratooriumi ajas oleneb aga 
sellest, kui kiiresti- meson laboratooriumi suhtes liigub. Ol­
gu fju-mesoni kiirus näiteks 290 ООО km/sek (nii suure kii. 
rusega mesoneid on tegelikult jälgitud). Selle mesoni eluiga 
laboratooriumi ajas tuleb siis valemi (3*29) kohaselt 
At = X Ю 6 ** ft-KT* itA 
\П / «L90 080 )* 
v  1  "Uooceo J 
Näeme, et laboratooriumi ajas on nii kiiresti liikuva mesoni 
eluiga 4 korda pikem kui teise samasuguse mesoni eluiga, mis 
laboratooriumi suhtes paigal seisab. Omaajas on mõlema meso­
ni eluiga aga ühesugune. 
§5. Spetsiaalse relatiivsus­
t e o o r i a  k i n e m a a t i l i s e d  
e f e k t i d .  v  
Eelmise peatüki 5. punktis märgiti, et Galilei teisen­
duste korral jäävad muutumatuks sündmustevaheline aeg ja 
ruumiline kaugus, kusjuures aega ja pikkusi võis mõõta üks­
kõik missuguses inertsiaalsüsteemis. Ruumiline pikkus ja aja­
vahemik on Galilei teisenduste invariandid. Eelmises punktis 
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nägime aga, et relatiivsusteoorias tuleb ajavahemik samade 
sündmuste vahel erinevates inertsiaalsüsteemides erinev. In­
variant jon ainult keha omaaeg, mitte aga aeg mistahes inert-
siaalsüsteemis mõõdetuna. 
Vaatame lähemalt Lorentzi teisendustest järelduvaid ki-
neetilisi efekte, mis on seotud ajavahemiku ja ruumilise pik­
kusega. 
A.ja dilatatsioon. 
Olgu meil kaks taustsüsteemi К ja K' , milledes aja-
j • # J.' ja ruumikoordinaate tähistame vastavalt Xk)t ja *k,t 
Olgu antud veel süsteemi К suhtes liikumatu kell, mille 
käiku võrdleb oma kellaga süsteemi K? suhtes liikumatu vaat­
leja. Missugune on süsteemi К kella käik võrreldes süstee­
mi K' kella käiguga, kui võrdlust teostab süsteemi K' suh­
tes liikumatu vaatleja? 
Et vastata sellele küsimusele, kasutame Lorentzi teisen­
dusi, mis kirjeldavad informatsiooni üleminekut kellaga seo­
tud süsteemist К vaatlejaga seotud süsteemi K' , s. o. 
teisendusi (3*11)î 




4 ' - * "^*1 (3.31b) 
Süsteemi К suhtes liikumatu kell asetsegu kindlas ruumi­
punktis Xk . Kui asetame kella koordinaadi väärtuse vale­




» ' . * с**» 
- ^ -jr- 0.32) 
C* 
või sama valem kahe sündmuse toimumishetke jaoks kirjutatuna 
V 
/ 
ч - ? <; 
v*-
c1 
VTTif' =w- °*33) 
Siit saame 
: l- £ * vt,. о.*) 
On näha, et juhul, kui V £ О t annab valem ~ it > 
Ajavahemik sündmuste vahel on vaatlejaga seotud taustsüstee­
mi K' aja järgi pikem kui süsteemi К aja järgi. Vaatleja 
võib öelda, et liikuva kellaga mõõdetult (süsteemi К kell) 
tuleb ajavahemik sündmuste vahel lühem kui paigalseisva kel­
laga (süsteemi K* kell) mõõdetult. Liikuv kell käib aegla­
semalt kui paigalseisev kell. Seda nähtust nimetatakse aja 
dilatatsiooniks. 
Et aja dilatatsiooni nähtus ei ole vastuolus kõigi 
inertsiaalsüsteemide samaväärsuse nõudega, selles saab veen­
duda, kui vaadata, missugusele tulemusele jõuab süsteemis К 
asetsev vaatleja süsteemi K' kella käigu küsimuses. Et ar­
vutada selle vaatleja mõõtmistulemusi, kirjutame jälile üles 
teisendusvalemid, mis kirjeldavad informatsiooni üleminekut 
kellaga seotud süsteemist vaatlejaga seotud süsteemi. Need 
on pöördteisendused teisendustele (3* 31)* 
- -У3 - • (3.35a) 
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с1 
Saadud valemid erinevad valemitest (3.31) ainult kiiruse 
märgi poolest, mis on füüsikaliselt ka mõistetav: kui süs­
teem K' liigub süsteemi К suhtes kiirusega V , siis 
süsteem К liigub süsteemi K* suhtes kiirusega -V . 
Asetsegu süsteemi Kf kell paigal ruumipunktis X°k' . 
Aegade võrdlus süsteemides К ja K' toimub siis antud ju­
hul valemi 
i' 
• t- / Ç \ (3.36) 
ST-ir 
kohaselt. Analoogiliselt eespool kasutatud mõttekäigule saa­
me nüüd 
£ (3.37) 
See tähendab, et antud juhul ^ . Ajavahemik 
sündmuste vahel on vaatlejaga seotud taustsüsteemi aja (an­
tud juhul süsteemi К aja) järgi pikem kui süsteemi K' aja 
järgi. Jällegi võime öelda, et liikuv kell käib aeglasemalt 
kui paigalseisev kell. Mingisugust vastuolu inertsiaalsüs-
teemide samaväärsuse nõudega ei teki. 
Liikuva kella käigu aeglustus võrreldes teise samasugu­
se, kuid paigalseisva kella käiguga ei ole tingitud kella 
ehitusest, vaid peegeldab aja ja ruumi füüsikalisi omadusi. 
Aja "voolamise" kiirus on relatiivne mõiste. Me ei saa rää­
kida aja "voolamise" kiirusest üldse, vaid ainult aja "voo­
lamise" kiirusest kindla taustsüsteemi suhtes. Nii tulebki, 
et inertsiaalsüsteemi К suhtes käib süsteemi K* kell aeg-
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las emalt kui süsteemi К kell, süsteemi К1 suhtes aga vas­
tupidi: süsteemi К kell käib aeglasemalt bii süsteemi K* 
kell. 
Šamapalksuse .ja samaaegsuse relatiivsus. 
Et ühes inertsiaalsüsteemis samapaiksed sündmused ei 
ole samapaiksed teises inertsiaalsüsteemis, see õn teada ju­
ba klassikalisest mehhaanikast « Toimugu näiteks süsteemis К 
ruumipunktis (0,0, Xj) ajahetkedel i* ja t* ( ^ tc ) ' 
kaks sündmust. Läheme üle teise inertsiaalsüsteemi K* , mis 
liigub esimese süsteemi kolmanda ruumitelje suunas kiirusega 
V . Galilei teisenduste (2.58) kohaselt toimuvad need 
sündmused süsteemis K* siis ruumipunktides (0, 0, Jtj') ja 
(d, 0, X*], kusjuures 
< Ж 'Ч • vt°, 
-*,* - vt". 
Kaugus sündmuste toimumiskohtade vahel süsteemis K1 tuleb 
siis 
X*'- Xе/=y(i°-n . (3.38) 
Galilei teisenduste korral, ei muutu ajakoordinaat. See 
tähendab.,, et klassikaline mehhaanika väidab: sündmused, mis 




Samapaiksus ei ole Galllei teisenduste suhtes invari-
antne mõiste, samaaegsus aga on. Lorentzi teisendustele tu­
ginev relatiivsusteooria kõrvaldab selle ehasümmeetria ruu-
mi- ja ajakoordinaatide vahel. On lihtne veenduda, et Lorentzi 
teisenduste suhtes on nii samapaiksus kui ka samaaegsus mit-
teinvariantsed mõistõd. 
Olgu antud inertsiaalsüsteemis К kaks sündmust oma 
koordinaatidega (x£ , t°) ja (x^ f t*) . (Me ei kirjuta välja 
kahte esimest ruumikoordinaat!, mis meid huvitavate spetsi­
aalsete Lorentzi teisenduste (3*11) suhtes muutumatuks jää­
vad.) Samade sündmuste koordinaadid süsteemis K' tulevad 
siis valemite (3*31) järgi 
t (3.39) 
E 
( V » £# ), saame valemitest (3.40) süsteemis K' ajavahe­
miku nende toimumishetkede vahel 
Erijuhul, kui sündmused on süsteemis К samapaiksed 
( Xj - X^ )» saame valemitest (3.39) süsteemis K* nende 
sündmuste vaheliseks ruumiliseks kauguseks 
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Viimane valem on klassikalise mehhaanika valemi (3«38) rela­
tivistlikuks üldistuseks. 
Relatiivsusteoorias on nii samapaiksus kui ka samaaeg­
sus relatiivsed mõisted. Erinevus nende vahel on ainult sel­
les, et samapalksuse relatiivsus ilmneb juba väikeste kiirus­
te juures, sama&egsuse relatiivsus muutub märgatavaks alles 
siis, kui taustsüsteemide suhteline kiirus on väga suur. Või 
teisiti! Piir juhul С —(kiiruste korral, mis on väike­
sed võrreldes valguse kiirusega) saame valemist (3»42) klas­
sikalise mehhaanika valemi (3*38), valem (3«41) võtab aga 
kuju 
£•4*e'-n L 1 
- 0 , (3.43) 
ale ütleb, et ajakoordinaat jääb teisenduste korral prakti­
liselt muutumatuks. 
Valemist (3*41) on veel näha, et taustsüsteemis К ole­
neb samaaegsete sündmuste ajaline järjestus süsteemis K* 
/#' je' (s. о. vahe Ь "t märk) kiiruse V märgist. Kui muuta vas­
tupidiseks süsteemi K' liikumise suund süsteemis К , slj s 
muutub vastupidiseks ka kahe eelkäsitletud sündmuse ajaline 
järjestus süsteemis K*. 
Valemist (3.42) järgneb, et täpselt samasugune on olu­
kord sündmuste ruumilise järjestusega süsteemis K': süstee­
mis К on sündmused samapaiksed, süsteemis K' toimub aga 
esimene sündmus x^-teljel teisest sündmusest kas vasakul 
või paremal, olenevalt süsteemi K* liikumise suunast süs­
teemis К . 
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Pikkuse kontraktsioon. 
Vaatame kolmanda ruumiteljega paralleelset varrast, mis 
olgu taustsüsteemi К suhtes paigal. Varda otspunktide koor­
dinaadid selles süsteemis olgu Xj ja X3 , niis tähendab, 
et varda pikkus selles süsteemis on 
£ = *3 - X3 . (3.44) 
Taustsüsteemi K' suhtes liigub see varras, ots ees, kiiru­
sega V . Missugune on varda pikkus selles süsteemis? Et 
vastata sellele küsimusele, peab süsteemis K' asetsev vaat-
» '  * '  le ja fikseerima varda otspunktide koordinaadid X*3 ja Xj 
ühel ja samal ajamomendil. Valemite (3*35) abil saame sidu­
da varda otspunktide koordinaadid süsteemis K' tema ots­
punktide koordinaatidega süsteemis K î  
V® - *5°' * vt°' , V» - *î' * (3.45) . 
Xî VTTg Xl" yqry' 
t C*« c1 
kus ¥ tähistab ajamomenti, millal varda otspunktide koor­
dinaadid süsteemis K*' mõõdeti. Eelmistest valemitest saame 
otsekohe 
V* - Vе - - *'» 
1 3 
~ VTTvT ' 
C x  
või teisiti 
e' » t V i1 £ , о.«) 
с' «/*' •' kus V = *з ~j<3 on varda pikkus süsteemis K*. Kui V ^  0 , 
siis В < t . Süsteemis К paigalseisev varras on süstee­
mi К suhtes pikem kui süsteemi K' suhtes. 
Kui varras oleks liikumatu süsteemi K1 suhtes, siis 
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saaksime valemit© (3« 31) abil analoogilisel teel veenduda, 
et see varras on süsteemi K* suhtes pikem kui süsteemi К 
suhtes. 
Süsteemis, kus varras on paigal, on ta pikem kui süs­
teemis, milles ta liigub. Varda liikumisesuunaline mõõde 
oleneb varda liikumise kiirusest. Seda nähtust nimetatakse 
pikkuse kontraid; s iooniks. 
Varda pikkuse olenevus tema liikumise kiirusest ei ole­
ne varda füüsikalisest ehitusest, vaid peegeldab ruumi ja 
aja füüsikalisi omadusi. Pikkus ja ruumiline kaugus on re­
latiivsed mõisted. Me saame rääkida ruumilisest kaugusest 
kahe sündmuse vahel või esome mõõtmetest ainult kindla taust­
süsteemi suhtes. 
§6. Spetsiaalse relatiivsusteoo­
r i a  k i n e m a a t i k a  g e o m e e t r i l i s e s t  
e s i t a m i s e s t .  
Sündmuste maailma geomeetriline esitamine. 
Eelmise peatüki 7» punktis nägime, et iga sündmus on 
iseloomustatav tema toimumiskoha koordinaatidega ja toi-
mumishetkega £ . Sündmuste maailm on 4-dimenslooniline 
kontiinuum, mille punkti (s. o. cündmuse) koordinaatideks 
me valisime arvud Xk , -ÎC t • 
Et kujutada sündmuste maailma geomeetriliselt, valime 
ruumi esindajaks ainult Xj —telje. See tähendab, et me hu­
vitume sündmuste maailmas ainult nendest koordinaatistiku 
- 125 -
teisendustest, mis vastavad spetsiaalsetele Lorentzi teisen­
dustele (3«11 )$ koordinaate ja mis jäävad teisen­
duste korral muutumatuks, me oma geomeetrilisel skeemil ei 
kujuta. Ajahetke määravaks koordinaadiks valime reaalarvu 
X, -  ct  .  
Sündmuste maailma geomeetriliseks pildiks on siis x^xQ-ta-
sand. Inertsiaalsüsteemi, mille suhtes me sündmuste koordi­
naate määrame, esitagu kaldkoordinaadistik (joon. 1), mis eri­





tikus mingi punkt 








Üksteisele järgnevate sündmuste ahelat, s. o. mingit füüsika­
list protsessi kujutab joon, mida nimetatakse, maailmajooneks. 
Joonisel on toodud näiteks paigalseisva punktmassi maailmajoon 
50 ja maailmajoon ^ , mis kujutab ajamomendil t K 0  ruu-
mikoordinaadistiku alguspunkti läbinud ühtlaselt ja sirgjoo­
- 126 -
Joon. 1. 
neliselt liikuvat; punktmassi. Ühtlase liikumise kiiruse mää— 
rab sirge dt kaldenurk Xytelje suhtes. Mitteühtlaselt 
liikuva punktmassi maailmajoon. on kõver. Kahe maailma joone 
lõikumisel saadav punkt kujutab kehade kohtumist (kehad on 
samal ajahetkel samas ruumipunktis). , 
Oletame, et ruumikoordinaadistiku alguspunktis 0 saa­
detakse ajahetkel £a0 välja valgussignaal. Buumis levib 
see signaal keralainena, mille võrrand on 
*«*„ - » 0 . (3.48) 
Neljadimensioonilises ruumis koordinaatidega ( XK , X e  )  
kujutab valgussignaali levimist hüperkoonus, mille tipp aset­
seb koordinaadistike alguspunktis. Selle koonuse läbilõige 
x^xQ-1 as andi ga on ristsirgete paar 
X,  •  * .  .0 ,  
(ЗЛ9) 
X, -  X.  » o,  
mida nimetatakse valgusekoonuseks. 
Oluline on nüüd, et me võime x^xQ-tasandil muuta tel-
jestikku, mis tähendab üleminekut uude inertsiaalsüsteemi, 
kuid valgus eko onus e võrrandid (3*4-9) peavad selle juures jää­
ma muutumatuks. Siit järgneb, et üleminekut uude inertsiaal­
süsteemi kujutab kaldkoordinaadistiku telgedevahelise nurga 
muutmine, kusjuures valgusekoonust kujutavad nurgapoolitajad 
telgede vahel peavad jääma paigale. Valgusekoonus annab meie 
joonisel loomuliku ristkoordinaadistiku, mille telgi tähis­
tame £ ja *1 . Nende telgede võrranditeks on 
£ = °y (3.50) 
4* ° -
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Teiselt poolt on samade telgede võrrandid antud valemitega 
(3«4-9)
€ 
Siit järgneb, et koordinaat ^ on võrdeline avaldi­
sega JKj * ja koordinaat võrdeline avaldisega 
X^~X0* . Kui me valime £ — ja % -telgedel sobivad ühi­
kud, siis võime kirjutada: 
n, = h • 
Avaldis * 
(3.51) 
H5*»-*«-" § 1 (3.52) 
kui intervalli ruut on invariant. Anname sellele invariandi-
le väärtused ^ = 11 . Saame 
hüperboolid, millede võrran­
diteks £ *1 -teljestikus on 
(yi*±i (3.53.) 
ja x^xQ-teljestikus on 
stl' (3e54) 
Neid hüperboole nimetatakse 
mõõtekõverateks, sest nende 
abil saab määrata ühikud xy 
ja X -telgedel. 
иоon» 2Ф 
* Täpsem arvutus annab 
i c«f  = X 3 **„ ,  1"* Г , 




*3 - *4. 
On näha, et see kõver lõikab x^-telge punktides x^» -1 (kui 
xQ=0, siis x^= ^1). Seega määravad mõõdukõvera £tal lõi-
kepxinktid Xyteljega mõõduühiku sellel teljel. Analoogili­
selt saab veenduda, et hüperbooli 
4-4l=-i (4г»-и 
lõikepunktid xQ-teljega määravad xQ-telje ühiku. 
Joonisel 2 on kujutatud XjXe -teljestik ja Xj Xe' -tel-
jestik, samuti mõõdukõverad. Esimese teljestiku ühikuteks on 
sirglõigud OP ja 0(3 , teise teljestiku ühikuteks vasta­
valt sirglõigud OP' ja OQ' . 
Relativistlik kiiruste liitumise seadus. 
Olgu antud kolm inertsiaalsüsteemi К , К' ja К" , 
mida me geomeetrilises pildis esitame kolme teljestikuna 
( X, » Jde J, ( Xj , Xo ), ( Jfj , X* ). Arvutuste lihtsus­
tamiseks kujutame kaldteljestikena ainult inertsiaalsüsteeme 
K* ja KM , kusjuures inertsiaalsüsteemi К esitagu rist-
teljestik (vt. joon. 3)« Määrame nende inertsiaalsüsteemide 
omavahelised kiirused. 
Et määrata kiirust U , millega süsteem Kn liigub 
süsteemi K* suhtes, selleks vaatame süsteemis Kn koordi-
naadistiku alguspunktis paigalseisvat punktmassi. Selle punkt-
massi maailmajooneks teljestikus ( X3 , X0# ) on X» -telg. 
Ajamomendil X0' s 0 läbigu see punktmass parajasti koordinaa-
distiku alguspunkti, teatud aja pärast punkti С . Massi lii-
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17. 
kurnist selles ajavahemikus kujutab maailmajoone lõik OA. 
Moodustame nüüd suhte 
ÕC _ _ -HnU-fJ . 
OB Un fi " c»s (* +  (3.55) 
Lõigu ОС pikkus annab meile punktmassi poolt läbitud tee 
pikkuse ja lõigu Oß pikkus koordinaadi - С £ muutu­
mise. Süsteemi K* üht­
lase sirgliikumise kiiru­
se U süsteemi K' suh­





leks Õieti täpsustada. 
Arvestades, et igas tel-
jestikus on oma pikkuse-
Joon. 3» ühikud, mida me antud ju­
hul ei määranud, võime väita ainult seda, et pikkused ОС 
ja (JB on võrdelised vastavalt käidud tee pikkuse ja kulu­
tatud ajaga (xQ ühikutes mõõdetuna). Jooniselt 2 on aga näha, 
et võrdetegur, mis iseloomustab ühiku muutumist üleminekul 
ühelt teljestikult teisele, on aja- ja ruumitelje jaoks ühe­
sugune. Kiiruse arvutamisel taandub järelikult see võrdete­
gur ja me ei tarvitse teda algusest peale arvestada. 
Erijuhul, kui määrame kiirust niisuguse inertsiaalsüs­
teemi suhtes, mida kajutab ristteljestik, tuleb viimases va­
lemis võtta 3 О . Valemi paremale poole jääb siis tangens 
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liikuvat süsteemi kujutava teljestiku ruumitelje fcôusunur— 
gast. Nii saame: 
Inertsiaalsüsteemi Ä ' kiirus v inertsiaalsüsteemi 
К suhtes avaldub 
(3.57) 
Inertsiaalsüsteemi K" kiirus W inertsiaalsüsteemi К 
suhtes avaldub 
~ . (3.58) 
Valgusesignaali maailmajooneks on £ -telg. St saada 
valgusesignaali kiirust süsteemis К , tuleb võtta valemis 
(3.57) f - -jj- , mis annab ~ = 1 . 
Et määrata valgusesignaali kiirust süsteemis Ef , -tu­
leb võtta valemis (3.56) , mis annab jällegi < 
Valguse kiirus on С nii süsteemis К kui ka süsteemis 
K' . Saadud kiirusevalemid on kooskõlas valguse kiiruse kons­
tantsuse printsiibiga. 
Lihtsate arvutuste teel saab veenduda, et kehtib ident­
sus 
to«* t 
1 "t ; TT tûM. кР C*4 ( eL 1 I ТОТ (3.59) 
Asendades siia kiirused valemitest (3.56) - (3.58), saame 
sie ongi relativistlik kiiruste liitumise seadus (vt. (3*24)). 
Antud juhul me leidsime selle seaduse geomeetrilise skeemi 
Punktmassi liikumist kirjeldab geomeetrilises skeemis 
maailmajoon. Ruumilise keha liikumist kirjeldab siis terve 
maailmajoonte kimp, mis täidab neljadimensioonilises ruumis 
ühe kolmedimeneioonilise hüperpinna. Meie kahedimensioonili­
ses pildis esitab seda hüperpinda tasapinna osa. Joonisel 4 
kujutab näiteks süsteemis 
К paigalseisvat ühikupikkust 
varrast vertikaalne viirutatud riba. Samasugust ühikupikkust 
varrast, mis on liikumatu süsteemi £' suhtes, kujutab kaldu 
olev viirutatud riba. Jooniselt näeme, et esimene neist var­
rastest võtab süsteemis К oma alla kõik ruumipunktid lõi-
abil. 
7>t Vlo-iяр kontraktsioon. 
gui OA , süsteemis К' 
aga kõik ruumipunktid lõi­
gul OA* . Esimene neist 
lõikudest on ühikupikku-
ne, teine aga lühem kui 
vastava süsteemi ühik OB* 
Xs Süsteemis К , kus varras 
on paigal, on ta pikem 
kui süsteemis K* , kus 
sama varras iseenda.sihis 
liigub. (Antud skeemis, 
kus ruumi esindab ainult 
Joon. 4. üks koordinaattelg, saab 
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varras ainult iseenda sihis liikuda.) 
Analoogilisele tulemusele jõuame, kui vaatame ühikupik­
kust varrast, mis on paigal süsteemi K' suhtes. Süsteemis 
K' haarab see varras oma alla ühikupikkuse lõigu OB' , süe 
teemis К aga lõigu OB , mis on lühem kui mdõduühikut ku­
jutav lõik OA . Süsteemis K' , kus varras on paigal, on 
ta pikem kui süsteemis К , mille suhtes ta liigub. 
Need on kvalitatiivsed tulemused. Üksikasjalikumad arut 
lused võimaldavad arvutada ka pikkuse kontrakbsiooni täpse 
väärtuse. 
Lihtsuse mõttes loeme joonisel 4 inertsiaalsüsteemi К 
kujutava teljestiku jälle ristteljestikuks. Olgu antud süs­
teemi К suhtes paigalolev varras pikkusega L , mis võ­
tab oma alla ruumipunktid lõigul ОС . Süsteemis Kf katab 
sama varras lõigu ОС1 , mille pikkuse t' saame jooniselt 
Tuleb ainult silmas pidada, et pikkusi on seejuures ka süs­
teemis K' mõõdetud süsteemi К ühikutega. Üleminekuteguri 
p süsteemi К ühikute muutmiseks süsteemi K' ühikuteks 
saame, kui arvutame hüperbooli (mSÕdukÕvera) 
kaarega eraldatud lõikude OA ja OB' pikkuste suhte. Asen 
dades võrrandisse (3«61) 
lugeda : 
(3.60) 
4 - Уо * 1 (З.Ы). 
saame lihtsalt leida punkti B' koordinaadid 
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X.5 ic - (3.62) 
V Vl-ia^V ' " Vl-io/vf 
Süsteemi К Ühiku võrdlemine etleteemi K' ühikuga annab seega 
OB' /5 
* Z coif \J i ' 
<î *2? 
(3.63) 
Jagades saadud teguriga p valemi (3.60) vasaku poole, 
saame 
(3.64) e' = t \j i  - wf , 
mis annab varda pikkuse süsteemis K' sama süsteemi ühiku­
tes mõõdetuna. Silmas pidades valemit (3*57)» saame eelmise 
asemel 
- £ . 
See ongi tuttav pikkuse kont raiet s io oni valem (3.46). 
A.ia dilatatsioon. 
Olgu antud inertsiaalsüsteem К , mida joonisel 5 kuju­
tame ristteljestikuna ( J(j , H0 ) ja veel teine inertsiaal­
süsteem K* (teljed С jtj , Xa 
X,' )), mis liikugu esimese 
sûsteémi suhtes kiirusega 
V = ctoMyf. 
Toimugu süsteemis К ruumi-
koordinaadistiku alguspunk­
tis paigaloleva kehaga kaks 
sündmust, mida tähistame joo­
nisel punktidena A ja В . 
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Joon. 5. 
Kaugus nende punktide vahel annab sündmustevahelise ajavahe­
miku Xy süsteemis К . Süsteemis K' , mille suhtes keha 
liigub, ei toimu need sündmused samas ruumipunktis. Ajavahe­
mikku eelise süsteemis nende sündmuste vahel, s. o. punktide 
A* ja B* vahelist kaugust tähistame M0' . Jooniselt on 
näha, et 
*' * -• 13.65) 
Ajavahemikke on valemis (3.65) mõõdetud mõlemas süsteemis 
inertsiaalsüsteemi К ühikuga. Et minna süsteemis K* üle 
oma ühikule, tuleb eelmise VÕrduse vasak pool jagada teguri­
ga p , mis antud juhul tuleb sama kui ruumi mÕÕduühiku 
muutumist kirjeldav tegur 43.63). Saame 
X,' = Jt. V 1 - ia»*f , (3.66) 
mis annab sündmuste A ja В vahelise ajavahemiku süstee­
mis K' (see on liikuva kellaga mõõdetud ajavahemik). Saa­
dud valemi võime kirjutada ka 
C* 
mis ongi aja dilatatsiooni kirjeldavaks valemiks (3*37). 
Minevik, olevik .ia tulevik. 
Joonisel 6 on antud inertsiaalsüsteemi К kujutav rist-
teljestik ( J£a , Xe ) da valgusekoonus (ristteljestik 
( £ » ))• Eespool nägime, et üleminekut teise inertsi­
aalsüsteemi kirjeldab Xy ja xQ- telgede pööre, mis lä­
hendab või eemaldab neid telgi võrdse nurga tf võrra £ -
teljele. Uue inertsiaalsüsteemi kiirus vana süsteemi suhtes 
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peab olema väiksem kui С . See tähendab, et telgede pöör-
denurga tangens peab absoluutväärtuse poolest olema väiksem 
kui 1. xytelg võib 
oma suunda muuta ai­




xQ- võib seejuures 
muuta oma suunda sel­
lel tasapinna osal, 
mis on joonisel vii-
rutamata jäänud. Aja­
telje peegeldamine 
ко ordinaadist iku al­
guspunkti suhtes ei 
ole lubatud, sest see 
räägiks vastu meie kogemustele, mis näitavad, et aeg on ühe­
suunaline nähtus (aja matemaatiliseks mudeliks on suunatud 
sirge). £ -telg ja *2- -telg ise tulevad inertsiaalsüstee­
mi kujutavatele telgedele lubatud piirkonnast välja arvata. 
Vaatame nüüd lähemalt maailmapunktide (s. o. sündmuste) 
klassifikatsiooni taustsüsteemi alguspunkti kujutava sündmu­
se 0 suhtes. 
• Sündmused, mis jäävad joonisel viirutamata pinna üle­
misse ossa (niisuguste sündmuste esindajaks on punkt A), 
on eraldatud sündmusest 0 ajasarnase intervalliga. On nä­
ha, et alati saab leida kindla inertsiaalsüsteemi К (tel-
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Absoluutne tu Ce vi к 
AbsoCuutne min evi к 
Joon. 6. 
jed ( Jfj , Xc )), milles sündmused 0 ja A on samapaik-
sed. Samaaegsed need sündmused aga üheski inertsiaalsüstee— 
mis ei ole, samuti ei ole võimalik uude inertsiaalsüsteemi 
üleminekuga muuta sündmuste 0 ja A ajalist järjestust* 
Sündmus A jääb sündmuse О suhtes alati tulevikku. Seepä­
rast nimetataksegi kogu ülemist viiratamata osa joonisel 6 
absoluutseks tulevikuks punkti 0 suhtes« 
Ajasarnase intervalliga on eraldatud sündmusest О ka 
kõik sündmused, mis jäävad joonisel alumisse viirutamata 
piirkonda (näit. sündmus A^). Ka siin on võimalik leida 
inertsiaalsüsteemi, kus sündmused 0 ja A^ toimuvad ühes 
ruumipunktis. Nende sündmuste ajaline järjestus on aga kõi­
gis inertsiaalsüsteemides ühesugune: punkt A^ rsetseb punk­
ti 0 suhtes minevikus. Seepärast nimetatakse alumist vii­
rutamata osa joonisel 6 absoluutseks minevikuks punkti 0 
suhtes. , 
Kokkuvõttes : ajasarnase intervalliga eraldatud sündmu­
si saab inertsiaalsüsteemi sobiva valikuga alati ühte ruumi-
punkti viia, nende sündmuste ajalist järjestust ei saa aga 
ühelgi viisil muuta. 
Vaatame nüüd joonisel paremal viirutatud osas asetsevat 
sündmust В ,' mis on sündmusest 0 eraldatud ruumis&rnase 
intervalliga. On näha, et sobiva inertsiaalsüsteemi va Uku— 
ga on võimalik sündmusi 0 ja В samaaegseteks muuta või 
nende ajalist järjestust isegi vastupidiseks teha. Näit. süs­
teemis К toimub sündmus В sündmuse 0 suhtes tulevikus, 
süsteemis K' toimub ta aga sündmuse О suhtes minevikus. 
Niisugust inertsiaalsüsteemi, kus sündmused 0 ja В toi-
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maksid ühes ruumipunktis, pole võimalik leida. Täpselt seda­
sama mis sündmuse В kohta võime rääkida ka sündmusest B^, 
mis asetseb joonisel vasakpoolses viirutatud osas. Sündmus­
te В ja Byj ajaline järjestus sündmuse 0 suhtes ei ole 
määratud - ühes inertslaalsüsteemis on see niisugune, tei­
ses aga teistsugune. Me ütleme, et sündmused В ja B^ toi­
muvad sündmuse 0 suhtes olevikus. 
Klassikalises mehhaanikas kujutavad olevikku ainult 
x^-telje punktid (kogu ruum antud ajahetkel), kusjuures kõik 
ülejäänud maailmapunktid kuuluvad kas minevikku või tulevik­
ku. Relatiivsusteoorias seevastu on oleviku pildiks samasu­
gune pinnaosa nagu tulevikul ja minevikulgi. Relatiivsusteoo­
rias on minevikku, olevikku ja tulevikku kujutavad pinnaosad 
omavahel sarnased. See ei tähenda, nagu arvestaks relatiiv­
sust ëooria uusi sündmusi, mida klassikaline teooria ei kir­
jelda. ün teada, et tasapinna punktide hulk on sama võimsu­
sega kui sirge punktide hulk. «Järelikult ei anna oleviku 
"laiendamine" x^-teljelt tasapinnaoeake juurde uusi 
sündmusi, vaid muudab ainult sündmuste omavaheliste ajalis-
ruumiliste suhete interpretatsiooni. 
Nägime, et ruumisarnase intervalliga eraldatud sündmus­
te ajaline järjestus ei ole määratud (erinevates inertsiaal-
süsteemides võib see olla erinev). See tähendab, et ruumi­
sarnase intervalliga eraldatud sündmustest üks ei saa teise 
põhjuseks (või tagajärjeks) olla, sest põhjus peab kõigis 
inertsiaalsüsteemides eelnema tagajärjele. Põhjuslikult või­
vad omavahel olla seotud ainult ajasarnase intervalliga eral­
datud sündmused, millede ajaline järjestus on kõigis inertsi-
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aalsüsteemides ühesugune. Põhjus asetseb tagajärje suhtes 
absoluutses minevikus. 
Põhjuslikule seosele sündmuste paaris saab konkreetse 
füüsikalise interpretatsiooni anda. 
Olgu antud kaks sündmust A ja В . Kui sündmus В 
toimub enne, kui valgussignaal sündmuse A juurest tema toi­
mumiskohta jõuaks, siis on intervall sündmuste A ja В va­
hel ruumisarnane. Et ruumisarnase intervalliga eraldatud 
sündmused ei saa omavahel põhjuslikult seotud olla, tähendab 
siis seda, et looduses ei ole mõjusignaali, mis jõuaks sünd­
muse A juurest sündmuse В toimumiskohta kiiremini,kui se­
da teeb valgus. Valguse kiirus on mõju levimise maksimaalne 
kiirus looduses. 
Kui sündmus В toimub samal hetkel, kui valgussignaal 
sündmuse A juurest tema toimumiskohta jõuaks, siis on nende 
sündmuste vahel isotroopne intervall. Isotroopse intervalliga 
eraldatuid sündmuste ajaline järjestus on kõigis inertsiaal-
süsteemides ühesugune. Isotroopse intervalliga eraldatud sünd­
mused võivad seega omavahel põhjuslikus seoses olla, kusjuu­
res üks sündmus mõjustab teist valguse kiirusega leviva sig­
naaliga. 
Ja lõpuks: Kui sündmus В toimub pärast seda, kui val­
gussignaal sündmuse A juurest tema toimumiskohta jõuaks, y 
siis on nende sündmustevaheline intervall ajasarnane. Ajasar­
nase intervalliga eraldatud sündmuste ajaline järjestus on 
kõigis inertsiaalsüsteemides ühesugune. niisugused sündmused 
võivad seega omavahel põhjuslikus seoses olla, misjuures mõ­
ju ülekandjaks ühelt sündmuselt teisele on signaal, mis lii-
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gub aeglasemalt kai valgus. Niisuguseks signaaliks võib olla 
näiteks materiaalne keha, mis lahtub sündmusest A ja kutsub 
esile sündmuse В • 
§7. Vaba punktmassi relativist­
l i k  m e h h a a n i k a .  
Eespool nägime, et klassikaline mehhaanika on invariant-
ne Galilei teisenduste suhtes. Elektromagnetilist nähtusi 
(seega ka valguse levimist) kirjeldav teooria Galilei teisen­
duste suhtes invariantne ei ole; nimetatud teooria on, inva­
riant ne Lorentzi teisenduste suhtes. Teiste sõnadega: elekt-
romagnetismi teooriast järgneb, et üleminekuid ühest inert-
siaalsüsteemist teise tuleb kirjeldada Lorentzi rühma abil. 
Nüüd tekib aga raskus, mis on seotud sellega, et klassikali­
se mehhaanika võrrandid ei ole Lorentzi teisenduste suhtes 
invariantsed. See tähendab tõsist ebakõla elektromagnetismi 
teooria ja klassikalise mehhaanika vahel, mida saab kõrval­
dada ainult mehhaanika modifitseerimisega. 
Vajadus uue mehhaanika järele ei olnud tingitud ebakõ­
last eksperimendi ja teooria vahel. Sellest seisukohast rahul­
das klassikaline mehhaanika füüsikuid täielikult. Tuleb aga 
Silmas pidada, et kõik mehhaanika eksperimendid on tehtud 
väikeste kiiruste korral. Teiselt poolt just väikeste kiirus­
te piirjuhul taandub Lorentzi rühm Galilei rühmaks. Siit on 
näha, et ebakõla mehhaanika ja elektromagnetismi teooria va­
hel saame kõrvaldada (ilma et me rikuksime kooskõla eksperi­
mendi ja teooria vahel) sel teel, et konstrueerime uue meh-
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haanlka, mis oleks invariantne Lorentzi teisenduste suhtes 
ja mille valemid väikeste kiiruste korral läheksid üle klas­
sikalise mehhaanika valemiteks. Niisuguse uue, nn« relativist 
liku mehhaanika ülesehitamine ongi järgnevate lehekülgede ees 
märgiks. 
Missugune peaks olema relativistlikus mehhaanikas mõju-
integraal, mis kirjeldab vaba punktmassi? On selge, et rela­
tivistlikult invariantses teoorias peab vaba punktmassi kir­
jeldav mõju "integraal olema invariant, s.o. ta peab jääma muu­
tumatuks üleminekul ühest inertsiaalsüsteemist teise. 
Liikugu punktmass ajavahemiku oiX4-ic dt jooksul ruu­
mis edasi of x* võrra. Nendest punktmassi liikumist iseloo­
mustavatest suurustest saame moodustada intervalli 
di Wcl*, olu, , (3.67) 
mis on kõige lihtsam invariant. Teemegi nüüd kõikvõimalikest 
oletustest kõige lihtsama, nimelt et vaba punktmassi kirjel­
dab mÕjuintegraal ^ 
(3.68) 
a 
kus integreerimine toimub mööda mingit maailmajopht maailisa­
punktide (X -(X^ Let') ja 6 y Let") vahel. Valemist (3.2?) 
saame lõpmata väikese intervalli avaldada lõpmata väikese 
ajavahemiku kaudu 
(3.69) 
nii et mõjuintegraalis võime integreerimise üle maailmajoon« 
elemendi asendada integreerimisega üle ajakoordinaadi 
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f 
S = tc* jViTgdt . »-7°> 
-t' 
MÕjuintegraal avaldub seega klassikalisest analüütilisest 
mehhaanikast tuntud kujul 
•J t-di • (3.71) 
t' 
kus Lagrangei' funktsiooniks on järgmine avaldis 
L 5 tCJlV 1 - ^  • (3.72) 
C1 
Klassikalises mehhaanikas on vaba punktmassi langranžiaaniks 
kineetilise energia avaldis 
• <з-7з) 
kus hfl» tähistab suurust, mida klassikalises mehhaanikas 
nimetatakse massiks. 
Nõuame nüüd, et väikeste kiiruste korral viiks relati­
vistliku mehhaanika lagranžiaan samadele tulemustele kui 
klassikalise mehhaanika lagranžiaangi. Kui V « С » võime 
avaldises (3.72) esineva ruutjuure reaksarenduses piirduda 
V*" ainult esimest järku liikmetega -i. suhtes. 
C1 
Saame 
k - ! « • ( * - & •  ( 3 l 7 4 )  
Füüsikaliste suuruste leidmine lagranžiaanist on seotud tu­
letiste arvutamisega. Seetõttu ei paku meile huvi esimene 
konstantne liige lagranžiaanis (3.74-). Teine, oluline liige 
langeb klassikalise mehhaanika lagranžiaaniga ühte sel juhul, 
kui valime konstandi Л jaoks väärtuse X 3 ii*0C. Vaba 
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punktmassi lagranžiaaniks relativistlikus таььяятН кяз saame 
valemi (3.72) põhjal 
- & ' <3-75) 
о V с 
Vastavalt valemitele (3.29) ja (3.70) võime mõjuintegraali 
kirjutada omaaja kaudu g 
a 
S0  =-m,c \ dt . (3.76) 
Vaba punktmassi impulsi ja energia £ määrame nüüd 
analüütilisest mehhaanikast tuntud valemitega 
p
"!fe' e*p.vK-u„ . (3.77) 
Arvutus annab punktmassi relativistliku impulsi 
_ m. V« (3.78) 
*  V i  -  £  
cx 
да relativistliku energia 
£ = ^ L= . (3.79) 
^ i ~ 
Näeme, et klassikalisel piir juhul V^C langeb relativist­
liku impulsi avaldis ühte klassikalisest mehhaanikast tuntud 
impulsi avaldisega » yvte Vk . Energia jaoks saame samal 
piirjuhul aga 
e » «„с1 + . (3.80) 
Teine liidetav saadud energia avaldises on klassikalisest 
füüsikast tuttav kineetiline energia. Relativistlik füüsika 
lisab sellele veel liikme 
S. = b>.C* , ( 3.81 ) 
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mille saame relativistlikust energia avaldisest, kui võtame 
seal V s 0 . See on energia, mida sisaldab paigalseisev 
mass Hi© . Suunist £0 nimetatakse seisuenergiaks. Korda­
jat Wt® seisuenergia avaldises nimetatakse vastavalt sei-
sumassiks. 
Belatiivsusteooria ütleb seega, et juhul, kui meil õn­




д w 0 - c* 
Et konstandi „С arvuline väärtus on suur, siis vabaneb juba 
väikese osa seisumassi kadumisel märkimisväärne hulk energi­
at» Näiteks seisumassi vähenemisel ühe tuhandiku grammi võr­
ra vabaneb 9»101^  ergi (25 000 kilovatt-tundi) energiat. 
Kaasaegsetes tuumareaktorites vabanev energia saadakse just 
tuumade seisumassi vähenemise arvel. 
Füüsikalistes protsessides mõõdetakse alati energiate 
vahesid - protsessi energiabilansi saame, kui lahutame süs­
teemi lõppenerglast tema algenergia. Kui protsessi jooksul 
süsteemi seisumass ei muutu, siis koonduvad energiate vahede 
moodustamisel seisuenergia liikmed energia avaldistest välja. 
Sellest on näha, et klassikalise füüsika energia avaldist 
võime arvutustes kasutada ainult siis, kui on täidetud kaks 
tingimust: 
\ 
a) kehade liikumiskiirused on väga väikesed võrreldes 
valguse kiirusega ja 
b) protsessist osavõtvate kehade seisumassid protsessi 
jooksul ei.muutu. ' 
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Kai üks (või ka mõlemad) neist eeldustest täidetud ei ole, 
siis tuleb energeetilistes arvutustes alati kasutada rela­
tivistliku energia avaldist. 
Valemitest (3.78) ja (3.79) saame seose relativistliku 
energia £ ja relativistliku impulsi pe vahel: 
P- =~T- • (3.82) 
Erijuhul, kui on tegemist "valguseosakestega", footonitega, 
saame siit 
P = f- (3.83) 
See on valem, mis seob valguse poolt avaldatavat impulssi val­
guse energiaga. 
Lihtne arvutus näitab, et kehtib seos 
P,P„- (3.84) 
Я I  
mille võime ümber kirjutada 
PvPv 
(3.85) 
kus py tähistab neljakomponendilist suurust 
Pv =(p.,isJ- °-86) 
Seisumass Ж„ ja valguse kiirus С on invariandid, s. o. 
nende arvulised väärtused ei sõltu taustsüsteemist. Näeme, 
et skalaarkorrutise reeglite järgi moodustatud avaldis (3.85) 
neljakomponendilisest suurusest pv on taustsüsteemist sõl­
tumatu. Suurus pv teiseneb üleminekul ühest taustsüsteemist 
teise järelikult täpselt samuti nagu neljakomponendi1ine vek­
tor X-f (mille skalaarkorrutis iseendaga on ka invariant). 
Suurus pv on seega neljadimensiooniline vektor. Seda vek­
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19. 
torit nimetatakse energiaimpulsi vektoriks. Energiaimpulsi 
vektor on ajasarnane vektor, s. o. vektor, mille skalaar­
korrutis iseendaga annab negatiivse arvu. 
§8. Mass relativistlikus 
f ü ü s i k a s .  
Klassikalises mehhaanikas on impulss (liikumishulk) võr­
deline kiirusega, kusjuures võrdeteguriks kii mise ees on ke­
ha mass. Ka relativistlikus füüsikas võime massi h* defi­
neerida kui kiiruse ees oleva võrdeteguri impulsi avaldises 
(3.78) 
w, - ч 
* УТЛ* ' (3e87) 
/ c1 
On näha, et nullist erineva seisumassiga keha relativistlik 
mass sõltub kiirusest - ta kasvab koos kiirusega ja lähe­
neb lõpmatusele, kui keha kiirus läiheneb valguse kiiruseleè 
Täpselt valguse kiirusega saavad liikuda ainult niisugused 
nähtused, milledel seisumass on nüli (kui hi©—• 0 ja V —* С , 
võib massi avaldis (3.87) lõpliku piirväärtuse omandada). 
Niisuguseks nähtuseks on näiteks valgus (footonid). Teiselt 
pooltî nähtus, mille seisumass on null, ei saa liikuda aeg­
lasemalt kui valgus, sest muidu oleks tema energia valemi 
(3.79) kohaselt null. Et footonite seisumass on null, see 
tähendab sisuliselt seda, et need osakesed saavad liikuda 
valguse kiirusega ja ainult sellega. Kõik väiksemad kiiru­
sed, ka paigalolek on neil keelatud. 
Massi all tuleb Õieti mõista kahte asja. Mass, millest 
me seni rääkisime, iseloomustab keha vastupanu välisele jõu-
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le, mis püüab tema liikumisolekut muuta. See hakkab hästi 
silma Newton! teise seaduse analüüsimisel. 
Valem (2.53) kehtib ka muutuva massi korral. Seega 
võime selle valemi vasakul pool suuruse ht6 asendada aval­
disega (3»87)» millega oleme klassikalise füüsika valemi keh-
tivuspiirkonna laiendanud suurte kiiruste juhule, kus massi 
olenevus kiirusest on märgatav. Saame 
m Ct / VK \ (3.88) 
"3U^7rrT 
с* 
d t \  '  
•» * c _ 
mis kirjeldab seisumassiga m0 keha liikumist jõu rk mõ­
jul mingis taustsüsteemis. Saadud valemist on näha, et antud 
jõu mõjul toimuv keha kiiruse muutus ajaühiku kohta on seda 
väiksem, mida suurem on keha seisumass УУ1
С 
. Suurus ise­
loomustab keha vastupanu tema llikumisoleku muutmisele, ke­
ha inertsi. Vastavalt sellele nimetatakse eespool käsitletud 
suurust «н0 inertseks seisumassiks ja suurust 
... Г Mo 
vt7?; 
vastavalt inertseks massiks. 
Hoopis teises tähenduses kasutatakse terminit "mass" 
Newton! gravitatsiooniseaduses, mis ütleb, et punktmasside 
Ж* ja 1^1* vaheline jÕud mõjub neid masse ühendava sirge 
suunas ja on absoluutväärtuse poolest võrdne 
F 'X »У » (3.89) 
kus dt on nn. gravitatsioonikonstant väärtusega 
56 -6 f67 10 4Cfn3 ^  , 
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ja 1 tähistab punkfcmassidevahelist kaugust. 
Massid nt* ja M* iseloomustavad vi im eis es valemis 
nendevahelise gravitatsioonilise mõju intensiivsust. Newto-
ni arvates mõjustasid massid üksteist silmapilkselt leviva 
kaugmõju teel. Relatiivsusteooriast järgneb aga, et silma­
pilkselt levivat kaugaõju looduses olla ei saa, mõju levi­
mise maksimaalseks kiiruseks võib olla valguse kiirus С . 
Seega tuleb meil oletada, et näiteks mass M tekitab ruu­
mis erilise olukorra, nn. gravitatsioonivälja, mis liigub 
tühjuses kiirusega С . Selle gravitatsioonivälja tugevuse 
punktmassist M kaugusel ъ defineerime kui suuruse 
t -X . (3.90) 
Selles gravitatsiooniväljas asetsevale massile и** mõjub 
siis valemiga (3*89) määratud jõud 
F * • (3.91) 
Et valem (3*89) on masside suhtes sümmeetriline, siis võib 
teda tõlgendada ka vastupidi: mass kvt* tekitab ruumis gravi­
tatsioonivälja ja selles väljas asetsevale massile M* mõjub 
jõud (3.89). 
Suurust КЧ* , mis iseloomustab seda, kui intensiivse 
gravitatsioonivälja see keha tekitab (või kui suur jõud te­
male gravitatsiooniväljas mõjub), nimetatakse graviteeruvaks 
massiks või raskeks massiks. Raske mass on seega suurus, mis 
iseloomustab keha kui gravitatsioonivälja allikat ja detek­
torit. 
Üldiselt võib oletada, et analoogiliselt inertsele mas­
sile oleneb kiirusest ka raske mass, nimelt nii, et 
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иг* = mj f (v) , (3.92) 
kus ^ (V) on suurusest M* sõltumatu funktsioon, nii et 
 ^( Oj - i . Suurust Hv* võime siis nimetada raskeks seisu-
massiks. Valemite (3.88), (3.91) ja (3.92) põhjal saame nüüd 
gravitatsiooniväljas (mille tugevus on / ) liikuva punkt­
massi 11ikumisvõrrandi 
"•A (7Tg)-
kus on gravitatsioonij õusuunaline ühikvektor. 
Nagu juba ütlesime, on inertne seisumass wte ja raske 
seisumass »vt* oma definitsioonide poolest täielikult eri­
nevad suurused. Oletame siiski korraks, et inertne mass on 
raske massiga võrdeline: 
ftt* =• oL KVte . 
Sel juhul koondub liikumisvõrrandist (3.93) keha iseloomus­
tav seisumass üldse välja. Saame 
• <3,94) 
v 1 e* 
See võrrand näitab, et kõik kehad, sõltumata nende seisumas-
sist, liiguvad gravitatsiooniväljas ühtemoodi. Jõudsime oma 
arutluses juba Galilei ajast tuntud tõsiasjani, et "kõik ke­
had langevad ühteviisi". Siit tuleb järeldada, et looduses 
on tõepoolest inertne mass ja raske mass võrdelised suurused 
(mõõtühikute sobiva valiku korral võib ka öelda, et inertne 
mass on raske massiga võrdne). Selles mõttes öeldakse tihti, 
et inertne ja raske mass on ekvivalentsed suurused. 
Inertse massi ja raske massi võrdsust on eksperimentaal-
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selt korduvalt suure täpsusega kontrollitud. Senise mõõtmis-
täpsuse juures ei o^,e nende vahel erinevust avastatud« See 
eksperimentaalne tõsiasi avab võimaluse spetsiaalse relatiiv­
susteooria laiendamiseks. 
Taustsüsteemis, mis liigub inertsiaalsüsteemide suhtes 
kiirendusega, mõjuvad kehadele nn. inertsjõud, millede mõjul 
esilekutsutud liikumine ei olene keha massist. InertsjÕudude 
mõjul liiguvad kehad samuti "ühteviisi" nagu gravitatsiooni-
väljaski. Siit ilmneb, et taustsüsteemi mitteinertsiaalsest 
liikumisest tingitud efekte on kinnises ruumis viibijal küll 
võimalik avastada, kuid ta ei saa kindlaks teha, kas on tege­
mist grävitatsioonivälja mõjuga või taustsüsteemi mitteinert-
siaalse liikumise peegeldusega. Seda muidugi eeldusel, et 
kinnine ruum on nii väike, et gravitatsioonivälja tugevus te­
ma ulatuses on ühesugune ja vaatlusi toimetatakse nii lühike­
se aja jooksul, et gravitatsioonivälja tugevus selle aja 
jooksul ei muutu. 
Eelöeldu võetakse kokku järgmiseks printsiibiks, mis 
kannab ekvivalentsuse printsiibi nime: 
Küllalt väikeses ruumiosas ja küllalt lühikese ajavahe­
miku jooksul gravitatsiooniväljas kulgeva protsessi kirjelda­
mine inertsiaalsüsteemi taustal annab täpselt samasuguse pil­
di kui protsessi kirjeldamine inertsiaalsüsteemide suhtes so­
bivalt valitud kiirendusega liikuvas taustsüsteemis. Ekviva­
lentsuse printsiip ütleb sisuliselt, et taustsüsteemi valiku­
ga saame gravitatsioonivälja antud ruumipunktis antud hetkel 
suvakohaselt muuta. z 
Tänu ekvivalentsuse printsiibile on võimalik luua teoo-
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ria Сгш* üldine relatiivsusteooria), v»« loetakse samaväär­
seteks kõikvõimalikud pidevate teisendustega ühendatavad 
taustsüsteemid. Niisuguses teoorias mängivad erilist osa 
gravitatsiooniefektid. Kuigi üldine relatiivsusteooria on 
kaasaegse füüsika põhikursuse »Тгя komponenté, ei ole meil 
käesolevas võimalik tema juures lähemalt peatuda. Üldist re­
latiivsusteooriat käsitleva peatüki väljajätmine on võimalik 
ka seetõttu, et see teooria on teiste füüsikaaistspliinidega , 
suhteliselt nõrgalt seotud. 
. 
§9» Laeng elektromagnetilises 
v ä l j a s .  
On loomulik oletada, et punktlaengtt lil,Tornist elektro­
magnetilises väljas kirjeldab mÕjuintegraal 
S * S . + S M ,  СЭ.9» 
kus vaba punktmassi mõjuintegraalile S0 lisandub veel elekt­
romagnetilise välja ja elektrilaengu interaktsiooni arvestav 
integraal StKt . Interaktsiooni kirjeldav mÕjuintegraal tu­
leb muidugi määrata nii, et teooria tulemused langeksid ühte 
eksperimendi andmetega. 
On arusaadav, et peab sisaldama nii elektrilaen­
gut kui ka elektromagnetilist välja iseloomustavaid suurusi, 
samuti osakese koordinaate. Peale selle nõuab-spetsiaalne 
relatiivsusprintsiip, et 5^ oleks kõigis inertsiaalsüstee-
mides ühesugune, s. o. Si^,t peab olema invariant. S int aval­
dise koostamiseks tuleb meil siis kõigepealt otsustada, mis­
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suguste matemaatiliste suurustega kirjeldada elektrilaengut 
ja elektromagnetilist välja. 
Kõige lihtsama teooria variandi saame siis, kui oleta­
me, et nii elektrilaengut kui ka elektromagnetilist välja 
saab kirjeldadä skalaariga. Osutub aga, et niisugune teooria 
variant ei vasta füüsikalisele realiteedile. Seepärast teeme 
veidi keerulisema oletuse, nimelt, et elektrilaengut saab 
kirjeldada teatud skalaariga в , elektromagnetilist välja 
aga neljakomponendilise vektoriga А у » miàa nimetame elekt­
romagnetilise välja potentsiaali vektoriks. Kõige lihtsama 
relativistlikult invariantse mõjulntegraali Siu* saame üles 
kirjutada kujul 
i  
>ut = , (3.96) 
а 
kus integreerimine toimub jälle üle mingi maailmajoone maa-
ilmapunktide Q, ja S vahel, mis vastavad laengu liikumi­
se alg'- ja lÕppolekule. Elektrilaengut iseloomustavast ska-
laarist, mille kohta me esialgu veel midagi täpsemat ei tea, 
4  
eraldasime edasiste arvutuste lihtsustamiseks teguri — , 
mis sisuliselt ei tähenda midagi muud kui elektrilaengu mõõt­
ühiku valikut. 
Valemite (3.76) ja (3.96) põhjal saame nüüd elektromag­
netilises väljas liikuva punktlaengu mÕjuintegraali kirju­
tad as £ 
S  »ji-W.c'olt + £A,cUv]- (3.97) 
а  
Laengu liikumisvõrrandi saame siis analüütilisest mehhaani­
kast hästi tuntud tingimusest 
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I 
(#5 = 0, О-98) 
kus varieerimine "toimub laengu koordinaatide Xç järgi, 
ni ng maailmapunktides Ou ja t> on koordinaatide variat­
sioonid nullid: 
4"-°1 
MÕjuintegraal! varieerimisel tuleb veel silmas pidada, et 
elektromagnetilise välja potentsiaal võib muutuda nii ruu­
mis kui ajas, teiste sõnadega: elektromagnetilise välja po­
tentsiaal on nii ruumikoordinaatide JCk kui ka ajakoordi-
naadi funktsioon, mida kirjutame sümboolselt •-
A* - A v  (X) . 
Võrrandi (3*98) saame nüüd kirjutada 
j[- weck6ldz) + *cfAv(*) dxv +§А* (*)<%! xv)J =• 0 . (3,99) 
а 
Silmas pidades omaaja avaldist 
dx =^-^/-dx v  dx^ 
с 
saame arvutada tema variatsiooni 
сГ(оСх) =--^cf(dxv) , (3.100) 
kus Uy tähistab koordinaatide tuletist omaaja järgi 
Uv 
Suurust nimetatakse harilikult neljadimensiooniliseks 
kiiruse vektoriks. Pidades silmas veel variatsioonarvutu-
sest tuntud reeglit, mis lubab esimese variatsiooni ja di-
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20. 
fe^rentsiaali märgi vahetamist, saame valemi (3*99) asemel j[*.u»cl  g A»(x)d(<fi , )  cWVti  dX*] =0.  (3.102)  
a 
Integreerime ositi kahte esimest liidetavat integraali mär­
gi all, kusjuures peame silmas ääretingimusi (3.98). Saame 
& 
j [-w e du v dj< v  '  f  dA v U)<fx v  -  o,  (3.103)  
et 
kus viimases liidetavas integraali märgi all tähistasime sum-
meerimisindeksit endise >) asemel tähega 6 .Et 




Û V • г I 
Et niisugune tingimus oleks rahuldatud meelevaldsete 
korral, peab kehtima 
w
-'^z'z cF->«u<l ' (3.105) 
kus 
F*"577 * 117 (3l106) 
on indeksite ^ ja Ç suhtes antisümmeetriline suurus, 
mida nimetatakse elektromagnetilise välja tensoriks. 
Võrrand (З.105) kirjeldab elektrilaengu liikumist elekt­
romagnetilises väljas. See võrrand on klassikalise füüsika 
võrrandi (2.53) üldistuseks: klassikalise mehhaanika impuls-
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si WU V* asendab meie juhul suurus m0 Uu ja tuletis taust-
Ci  
süsteemi aja järgi on sisendatud tuletisega omaaja jär­
gi • Võrrandi (3»105) parem pool kirjeldab siis elekt­
romagnetilises väljas laengule mõjuvat jõudu. 
Elektromagnetilisest väljast saame andmeid selle kaudu, 
kuidas mõjub see väli laengu liikumisele. Võrrand (3*105) 
näitab nüüd, et välja mõju laengule ei olene elektromagneti­
lise välja potentsiaalist Ay » vaid ainult elektromagneti­
lise välja tensorist Fyç . See tähendab, et eksperimentaal-
< • — 
selt maaratavaks füüsikaliseks suuruseks on ainult ; 
välja potentsiaal Ay on ainult matemaatiliseks abisuuru-
seks, mis antud välja korral ei ole isegi üheselt määratud. 
On lihtne näha, et elektromagnetilise välja potentsiaali Ay 
asendamine suurusega 
A » — « . ю г )  
ei muuda elektromagnetilise välja tensorit. ^ on siin 
meelevaldne funktsioon, millel on olemas vähemalt teist jär­
ku tuletised koordinaatide Xy järgi. Teisendust (3*107) ni­
metatakse gradientteisenduseks. Me nägime, et laengu liikumi­
se võrrand on gradientteisenduse suhtes invariantne. 
§ 10. Laengu liikumise võrrandi 
k o l m e d i m e n s i o o n i l i n e  k u j u .  
Võrrandi (3.105) me tuletasime relativistlikult invari-
antsest mÕjuintegraalist, kusjuures me tuletuskäigus kusagil 
relativistlikku invariantsust ei rikkunud. Sellest järgneb, 
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et see võrrand on relativistlikult invariantne. 
Relativistlikult invariantsed võrrandid on oma kujult 
kõige lihtsamad siis, koi nad on üles kirjutatud ühtselt nii 
ruumi- kui ajakoordinaatide jaoks (nagu seda on näit. võr­
rand (3»105))e Bb meie ettekujutus maailmast on aga alati 
seotud ruumi ja aja eristamisega, siis on võrrandites peitu­
vat füüsikalist sisu iilati kergem mõista sel juhul, kui neis 
võrrandele on aja- ja ruumi.koordinaadid eraldatud. Käesole­
vas punktis ongi meie eesmärgiks ruumi- ja ajakoordinaatide 
eraldamine võrrandis (3»Ю5) ning selle võrrandi tõlgenda­
mine. 
Ajalooliselt koostati elektrodünaamika võrrandid algul 
just niisugusel kujul, kus ruumi- ja ajakoordinaadid olid 
eraldatud, ja alles pärast relatiivsusteooria loomist anti 
neile võrrandeile kuju (3.105). 
Möödunud sajandi esimesel poolel teostatud eksperimen­
did näitasid, et elektrivälja tugevust on võimalik iseloo-
mustada kolmekomponendilise vektoriga E ja magnetvälja 
tugevust samuti kolmekomponendilise vektoriga H • Ingli­
se füüsikateoreetik J,C. Maxwell avaldas 1873« aastal võr­
randid, nn. Maxwelli võrrandid, mis võimaldasid arvutada 
laengute jaotusest ning liikumisest tingitud elektrivälja 
E ja magnetvälja H . Maxwell näitas ka, et nende võr-
—9 
randite lahendid avalduvad nelja funktsiooni Д ja f 
kaudu järgmiselt: 
1  (3.108) 
iî a tot A , 
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kus yiAd all mõistetakse vektorit, mille komponentideks 
on s kai aar se funktsiooni tj? tuletised 
г*Мй'6'й) (3-109) 
—* 
ja *bct Ä all - vektorit, mille komponentideks on järgmi-
sed kombinatsioonid vektori A komponentide tuletistest*: 
,ei ~ù  -(дА» В  At d Ai dA* ЭАа. dAi s z -a ^ ю ) 
Nii määratud abifunktsioone hakati nimetama elektromagneti­
lise välja potentsiaalideks Î \j> - skalaarseks potentsiaa­
liks ja A - vektorpotentsiaaliks. 
Osutub, et relatiivsusteooriale eelnenud elektrodünaa-
mika käsitlus langeb ühte relatiivsusteoorias kasutatava kä-
—* 
sitlusega sel juhul, kui lugeda A komponendid Afc ees­
pool kasutuselevõetud potentsiaali kolmeks esimeseks 
komponendiks ja suurus i<j> sama vektori neljandaks kompo­
nendiks Î 
A» • (AK, i f ) .  ».m) 
Silmas pidades viimast, on nüüd valemite (3.106) ja (-3.108) 
abil lihtne leida seoseid elektromagnetilise välja tensori 
* Kui võtta kasutusele vektor-operaator "nabla" 
C 7  -  (  à  д  д  \  
v 
Л1*,' dTx' ~dïj> 
siis võib sümboolselt kirjutada: 
ÇZAd yf = V , 
ici A * A . 
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hgj komponentide ja elektrivälja E ning magnetvälja 
H komponentide vahel: 
с . ; ( ЭА» 9A« \ - j с . 
Vdx, dx7/-lhe'" 
Hv F" - H,-F n  . 
(3.112) 
Elektromagnetilise välja tensori komponentideks on elektri­
välja ja magnetvälja vektorite komponendid. Tabelina saame 
tensori Fyg kirjutada 
> Л -H, -iE, ^ 
-H, О H, -iE* 
H, "H, О  
iE, iEx iE, 
Eraldame nüüd laengu liikumise võrrandites (3-Ю5) aja­






vv, dan . e r ,, 
oi * " с 4e 4 
(3.114a) 
(3.114b) 
Kasutades seost (3.29) läheme võrrandites (3.114) omaajalt 
Z üle taustsüsteemi ajale t . Saame 
U. = w 
с
1 
U u  = tc 
VITb ' 
cx 
ivi du* - >w.У* _ _1 dpa 




V« : JÜUL 
* dt 
tähistab harilikku kiirust. 
Võrrandile (3.114a) saame siis anda kuju 
= -Sp w + t p p  (3.116) d t С Г«Ч rk«t , 
või silmas pidades tensori pvg. komponentide tähendusi 
- -§[v x H] + eE . (3.117) 
See on harilik osakese liikumisvõrrand,;kus paremal pool on 
osakesele mõjuva jõu avaldis. Näeme, et elektriväljas E mõ­
jub laengule €, elektrivälja vektori sihiline jõud. Magnet-
väli mõjub aga laengule ainult sel juhul, kui laeng liigub; 
mõjuv jõud on seejuures risti nii laengu kiirusega kui ka 
magnetvälja vektoriga H • 
Vaatame nüüd võrrandit (3.114b). Kui me läheme jälle 
üle taustsüsteemi ajale t ja peame silmas elektromagneti­




:  eEv  .  (3. 1 1 8 )  
Valemist (3.79) on aga näha, et saadud võrrandi vasakul pool 
seisab vaba punktmassi energia, s. o. energia, mida me täie 
Õigusega võime nimetada punktmassi kineetiliseks energiaks 
Skin . Seose (3.118) võime nüüd ümber kirjutada 
dE„t» - еЕЫг, (3.119) 
kus cl J? 3 Volt tähistab nihke vektorit. Seose paremal poolel 
ei ole midagi muud kui laengule mõjuva jõu ja nihkevektori 
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skalaarkorrutis, s. о. töö, mida teeb elektriväli laengu ni­
hutamisel cl Z võrra. Seos (3.119) on energia jäävuse sea­
duse väljenduseks : osakese kineetilise energia muutus on 
võrdne välja poolt tehtud tööga. 
Magnetväli seoses (3*119) ei esine, s. o. magnetväli 
elektrilaengu kineetilist energiat ei muuda. See on arusaa­
dav: liikumisvõrrand (3*117) ütleb, et laengule magnetväljas 
mõjuv jõud on kiirusevektoriga ja seega ka nihkevektoriga 
risti. Jõuvektori ja nihkevektori skalaarkorrutis on null. 
Magnetväli laengu liikumisel tööd ei tee ja seega ka laengu 
energiat muuta ei saa. 
§ 11. Laengu liikumine konstant­
s e s  h o m o g e e n s e s  e l e k t r i v ä l j a s .  
Vaatame laengu liikumist puhtas elektriväljas juhul, 
kui elektrivälja vektor on aja- ja ruumikoordinaatidest sõl­
tumatu suurus. Niisugust välja nimetatakse konstantseks 
(ajast sõltumatu) ja homogeenseks (kõigis ruumipunktides 
ühesugune) elektriväljaks. Et saada sellele juhule vastavat 
laengu liikumise võrrandit, paneme võrrandisse (3*117) 
Я =0 . Ruumikoordinaadistiku valime nii, et elektrivälja 
-¥ 
vektori E suund langeks ühte esimese koordinaattelje suu­
naga. Saame võrrandid, mis kirjeldavad impulsi komponentide 
muutumist ajas : 
It : e E  ' ж~-° ' ж'-° • (3-120) 
Integreerime need võrrandid algtingimusel, et osakese alg­
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impulss on (0o ning suunatud teise koordinaattelje suunas. 
Teiste sõnadega: me oletame, et osake lendab ajamomendil 
i. * 0 konstantsesse homogeensesse elektrivälja nii, et tema 
impulss on elektrivälja vektoriga risti. Osakese impulsside 
komponentide jaoks saame siis 
P, = eEt, Pa=P. , Pi*0 • (3,121) 
Kui oleks tegemist klassikalise mehhaanika impulsiga, siis 
oleks nende võrrandite edasine integreerimine äärmiselt liht­
ne. Relativistliku impulsi olenevus koordinaatide tuletis­
test (kiiruse komponentidest) on aga keerulisem. Seepärast 
tuleb meil saadud võrrandite edasiseks integreerimiseks ka­
sutada relativistliku mehhaanika seost (3.82) energia £ ja 
impulsi pK vahel, 
, (3.122) 
С 
kus energia on arvutatud võrrandist (3.84) 
£-cVTTS? . (3.123) 
Võrrand (3.122) kiiruse komponentide jaoks kirjutatuna annab 
siis 
d* - ee Et 
Ж  " Vat * exExtx  * 
d Ax- P«c 
di *" V£* + e1£1il- 1 (3.124) 
ÇhU_- л 
di " U » 
kus oleme kasutanud tähist 
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2 I .  
£0 = с V p,1 • m*cx , (З.125) 
mis annab osakese energia algmomendil i = 0 . Tingimusel, 
et algmomendil oli osake ruumipunktis JC0 1 0, oj » saa­
me võrrandite (3.124) integreerimisel 




-jr§ Ат-sk î (3.126) 
Osake jääb liikumisel x^-tasandile. Kaks esimest võrran­
ditest (3.126) annavad osakese trajektoori. Kui avaldame tei­
sest võrrandist parameetri £ ja asendame esimesse võrran­
disse, saame 
xi дтг-сЬ.-г4-х«. • она?) 
«£ P.C 
See on aheljoone võrrand. Konstantses homogeenses elektri­
väljas liigub laeng aheljoonekujulisel trajektooril. 
Klassikalisel piir juhul V « С võime lugeda pe h<eV0 
ja So ~MoCX . Hüperboolse koosinuse reaksarenduses võime 
siis piirduda kahe esimese liikmega. 
eC -, —.î -L 
ja laengu liikumise võrrand tuleb 
V - MoC3- . _e_E__ V1 
« E 4^7^- " °-128) 
Väikeste kiiruste korral on laengu trajektoor praktiliselt 
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parabool. Kui me osakese seisuenergiat m» cA ei arvesta, 
nagu seda klassikaline mehhaanika teeb, saame laengu trajek­
tooriks 
Wh}* • °-129) 
Samasuguse võrrandi oleksime saanud, kui oleksime integree— 
rinud võrrandeid (3.121) nagu klassikalise mehhaanika võrran­
deid ja oletanud, et osakese algimpulss on pes(ot pe f o) ja 
algkoordinaadid lce - (©, 0, O) . 
§ 12. Laengu liikumine konstantses 
h o m o g e e n s e s  m a g n e t v ä l j a s .  
Oletame nüüd, et ? 3 О , H on aga aja- ja ruumikoor-
dinaatidest sõltumatu suurus. LiikumisvÕrrand (3#11?) võtab 
siis kuju 
^2--f[v«H] . «изо) 
Et relativistliku impulsi p ja kiiruse V vahel on seos 
Г* £ -> 
p =-?V . 
saame eelmisele võrrandile anda kuju 
(3.131) 
kusjuures me arvestasime seda, et puhtas magnetväljas liikuva 
laengu energia ei muutu, s. o. £ on konstant. 
Valime koordinaädistiku nii, et kolmanda telje suund lan­
geb ühte magnetvälja suunaga : H a (O, • Osakese liikumi­




di Z < M V i  , 
dVx 
dt 0  '  
(3.132) 
kus 
nr - gcH (3.133) 
Kui korrutame esimest saadud võrranditest imaginaarühikuga 
i ja liidame teisele võrrandile, saame 
* L V X )  » - t t u f v *  *  b V t )  .  
Selle võrrandi lahendamine annab 
-i tot 
V, • lv^ =ae î 
(3.134) 
(3.135) 
kus 0, on meelevaldne kompleks arv. Kui avaldame selle arvu 
tema mooduli V0 ja argumendi «с kaudu 
CL - v0e~u,L , 
saame (3.135) asemel 
-i (cut 
* ivt » V0 e 
Reaal- ja imaginaar о s ade eraldamine annab 
Wf a V*eC**(eot «-et) , 
Vji iàt (cot • et J . 





*1 a <i# • ~ К* (wi * «U > 
v (3.138) 
~ w* (tui • ei) , 
kus X« ja Xt määratakse algtingimustega. Võime oletada, 
et X, = Xt » 0 . Magnetväljas liikuva laengu koordinaadid 
muutuvad siis järgmiselt 
*1 ~ «7 Vi*t * *0 « 
(3.139) -
*1 = 57 6#4 (wi + «О • 
Võrranditest (3.132) kolmanda üldlahend on 
*3 a «s* • U.t t (3.140) 
kus Л3* tähistab algkoordlnaati ja U» - algkllrust. On 
näha, et x^-telje suunas liigub laeng ühtlaselt ja sirgjoo­
neliselt kiirusega <ie . 2^-tasandil on osakese trajek­
toor ring joon raadiusega « Laeng liigub järelikult möö-; 
da kruvijoont rings ägedus ega W • Erijuhul, kui kolmanda 
telje sihiline liikumine puudub ( U* » 0 ), jääb laeng ko­
gu aeg x^x^-tasandile paralleelsele tasandile, liikudes 
seal ringjoonelisel teel. Valemitest (3.137) järgneb 
v, = V Vi* + Ч1 , 
s. o. Ve on osakese algkiirus x^xg-tasandil. 
Valemist (3.133) on näha, et laengu ringliikumise sa­
gedus magnetväljas on võrdeline laengu suurusega ja magnet­
välja tugevusega ning pöördvõrdeline laengu kineetilise 
energiaga. See ringliikumine toimub magnetvälja suuna ümber. 
Ringorbiidi raadius tuleb 
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n - _y_ - у £ 
* ~ w " ecH * (3.141) 
Erijuhul, kui laengu kiirus on valguse kiirusega võrreldes 
väga väike, võime võtta 
£ « m«, сЛ 
Ringsageduse ja orbiidi raadiuse jaoks saame siis valemid 
w : -fj- - (3.142) 
ft = д°цС . (3.143) 
e п 
mida praktilistes rakendustee tihti kasutatakse. 
§ 13. Dipool välises väljas. 
Vaatame ajast sõltumatut elektrivälja, mille vektor va­




on siin elektromagnetilise välja skalaarne potentsiaal. 
Valemi (3.119), mis kirjeldab elektriväljas liikuva laengu 
kineetilise energia muutumist, võime siis ümber kirjutada 
(3.1*5) 
Kineetilise energia da potentsiaalse energia t/i sum­
ma on konstantne suurus, 
+ U - cW-. (3.146) 
Valemist (3.145) saamu 
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dtl.efid*. . (ЗИ47) 
Integreerime saadud valemit mööda mingit teed lõpmatusest 
kuni punktini , kusjuures oletame, et skalaarne po­
tentsiaal on lõpmatuses null. Saame 
U=eJ <^ci^ =e^ (Z»)). (3.148) 
°° * -k 
See avaldis määrab ruumipunktis X io) asetseva laengu e po­
tentsiaalse energia. 
Olgu nüüd antud laengute süsteem, nii et punktlaeng 
"*(*) 
eA asetseb ruumipunktis X . Niisuguse laengute süstee­
mi potentsiaalne energia on 
i<*>) . (3.149) 
А 
Valime koordinaadistiku alguspunkti kusagil laengute 
süsteemi sees ja oletame, et potentsiaal muutub süstee­
mi ulatuses vähe. Sel juhul saame arendada potentsiaalse 
energia 
Ы avaldise ritta ja piirduda reaksarenduses ai­
nult kolme esimese liikmega; 
-
( з и 5 о )  
А А А 
vl> , jne. tähistavad siin potentsiaali V' ja tema 
1  dx k  
tuletiste väärtusi koordinaadistiku alguspunktis. 
Näeme, et esimeses lähenduses 






on laengute süsteemi kogulaeng. 
Juhul, kui süsteemis on positiivseid ja negatiivseid 
laenguid ühepalju ( = О ), saab määravaks reaksarenduse 
(3*150) teine liige 
' (3.152) 
Л 
annab elektrivälja vektori £ väärtuse koordinaa-
distiku alguspunktis 
H, _ = "E,.lle . (3.153) XK 
Suurust 
Л 
nimetatakse laengute süsteemi dipoolmomendiks. Näeme, et tei­
ses lähenduses avaldub laengute süsteemi energia dipoolmomen-
di ja elektrivälja vektori skalaarkorrutise kaudu: 
Hta~õfE(e) . / (3.155) 
Vaatame elektrilist dipooli, s.o. süsteemi, mis koosneb 
kahest suuruse poolest võrdsest, kuid vastasmärgilisest elekt­
rilaengust. Dipoolmomendi avaldis (3.154) saab sel juhul ku­
du 
ct = ei , (ЗИ56) 
kus с on negatiivse laengu -€ asukohast positiivse laen­
gu • e asukohta suunduv vektor. 
Käesolevas me ei hakka lähemalt uurima magnetpooluse 
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käitumist magnetväljas. Meenutame 
'% ^ainult eksperimentaalselt kindlaks­
tehtud tõsiasja, et magnetpoolus 
Joon« 7. käitub magnetvälja ja teiste mag— 
Elektriline dipool. 
netpooluste suhtes täpselt samuti 
nagu elektrilaeng elektrivälja ja teiste laengute suhtes. 
Oluline erinevus elektrilaengute ja magnetpooluste vahel on 
ainult selles, et elektrilaengud võivad looduses esineda 
ühekaupa, magnetpoolused aga alati võrdsete, kuid isenime-
liste pooluste, põhjapooluse ja lõunapooluse paaridena. Nii­
suguse magnetpooluste paari tüüpiliseks näiteks on magnet-
pulk, mis pole tegelikult midagi muud kui magnetpoolustest 
moodustatud dipool. Kui tähistame magnetilise põhjapooluse 
tugevust jtC ja lõunapooluse tugevust -XL , ning lõuna-
poolueeet põhjapoolusesse suunduvat 
vektorit t t saame analoogili-
-Л С Jil selt valemile (3*156) kirjutada 
» » i 
magnetdipooli dipool momendi : 
MT ,  Joon. 8. f*> » (3.157) 
Magnetiline dipool. 
mida nimetatakse ka magnetmomen-
diks. Ja analoogiliselt valemile (3.155) kirjutame valemi, 
mis annab magnetdipooli fJL potentsiaalse energia, kui see 
dipool asetseb magnetväljas tugevusega H î 
U-'Jt H. (3.158) 
Magnetvälja põhjustajaks võib olla ka elektrivool. 
Saab näidata, et esimeses lähenduses on voolu magnetväli 
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22. 
samasugune kui magnetdipooli magnetväli. Esimeses lähendu­
ses võime elektrivoolude süsteemi vaadata kui magnetdipooli 
ja arvutada ka selle dipooli magnetmomendi. Magnetdipooli 
potentsiaalse energia avaldis (3.158) kehtib sõltumata sel­
lest, kas on tegemist magnetpulgaga või elektrivoolude süs­
teemiga. 
§ 14. Elektriline kvadrupol-
m o m e n t  .  
Juhul, kui elektrilaengute süsteemi kogulaeng ja di-
poolmoment mõlemad on nullid, hakkab reaksarënduses (3-150) 
domineerima kolmas liige 
JJ  - JL d fo  <\~7 g vtA)xtA* Ci 159) 
- 1 дл*эх
г 
L* A * e 1 (3."59) 




1 6 0 )  
•з" X Z_x 
Vaatame avaldist 
* A 
Ž&s-zdiv E, (3.161) 
mida nimetatakse elektrivälja divergentsikâ*. 
* Mingi vektori W divergents defineeritakse kui 
skalaar, mis avaldub 
d*i д*
ъ 
Kasutades eespool toodud sümboolset "nablavektorit" V 
vÕime^vektori Vv divergentsi kirjutada kui vektorite V 
ja W skalaarkorrutise; 
diVVV^-VW . 
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Arvutame Integraali sellest divergentsist üle mingi ruumi­
osa V . Gaussi lause põhjal võrdub see ruumiintegraal in­
tegraaliga üle seda ruunfalat piirava pinna S î J§*Ü"dV * JE.cij; , (3.162) 
.. V s 
kus « ok on vektor, mille pikkus võrdub pinnaelemendi do 
suurusega ja mis on suunatud pinnanormaali suunas. Skalaar­
korrutis EKdSK  annab siis • E voo läbi pinnaelemendi d S 
ja integraal - £ kogu voo läbi pinna S . Erijuhul,kui 
div E 30, on null ka suuruse E voog läbi pinna S 
See tähendab, teiste sõnadega, et suurusel E ruumiosas 
V allikaid ei ole. 
See on üldreegel. Ruumipunktides, kus mingi suuruse di­
vergents on null, sellel suurusel allikaid ei oleš 
Niisugune on just juht, mida me praegu uurime: laengute 
süsteem asetseb välises elektriväljas, mille allikad on ku­
sagil kaugel. Meid huvitavas ruumipiirkonnas elektriväljal 
£ allikaid ei ole, s. o.: meil tuleb lugeda 
dL 
Vastavalt sellele võime siis valemile (3.160) paremale poo­
le lisada nulliga võrduva liikme 
> e. cf-» ilA,tX 6 dXfc 
X  A 
kus 1<A) »X^X(* on vektori pikkuse rûut. Saame 
=0 . (3.163) 
? Z ^  г">11 <3-164> 









*V-5D"JtT- * ОИ66Ъ) 
К,, = £ е
л 
(J,? 4" - d1., г"0 (3.167) 
A 
nimetatakse laengusüsteemi kvadrupolmomendiks. 
On näha, et DKK * 0 , s. o. kvadrupolmomendil on 5 
sõltumatut* komponenti, 
Vaatame lõpuks neljast ruudu tippudesse asetatud laen­
gust koosnevat süsteemi (joon» 9)» Olgu need laengud oma ab­
soluutväärtuse poolest kõik Võrdsed 
*e -e 
P\ * ~7[ ja paarikaupa vastasmärgilised. Nii-
! \ / I \ z j ^ sugust laengute süsteemi nimetatak-
/°\ I se elektriliseks kvadrupoliks. 
I / N<\ I 
^ ^ Kvadrupo li kogulaeng on null. 
-e +€ 
Null on ka kvadrupoli dipoolmoment, 
Elektriline toadrupol. mllles on llhtne veenduda, kui va-
lida koordinaadistiku alguspunkt 
« 
kvadrupoli diagonaalide lõikepunktis 0 • Välises elekt­
riväljas asetseva kvadrupoli energia määratakse reaksaren­
duse (З.150) kolmanda liikmega U3 . 
Lihtne arvutus näitab, et joonisel 7 kujutatud dipooli 
kvadrupolmoment on null. 
Joonisel 9 kujutatud kvadrupoli kvadrupolmomenc on 
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/ 0  - i t 1  0 \  
D =ej -их о о . • 
\  о  0  0 /  
Même, et kvadrupoli kvadrupolmomenti saame iseloomustada 
ühe arvuga ЗЕ , mis on pindala dimensiooniga suurus (kui 
laengudimensiooni mitte arvestada). 
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